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Seine Majestät Könio Oscar II ha- 
ben, in dem Wunsche einen nenen Be- 
weis des Interesses zu geben, welches 
ALLEBHÖcHSTDiESEXBE föt die Entwick- 
lung der mathematischen Wissenschaften 
hegen und durch die Förderung der Her- 
au^fabe der Acta Mathematica, die 

sich ALLEKHÖCHBTDEBBELBKN gnädigster 

Protection erfreuen, bereits bezeugt ha- 
ben, beschlossen, am 21. Januar 1889, 
dem sechzigsten Jahrestage Alleshöchbt- 
DEB8ELBEN Geburt, einer wichtigen Ent- 
deckung auf dem Gebiete der höheren 
Analysis einen Preis zuzuerkennen. Die- 
ser Preis wird in einer Medaille mit dem 
Bilde Seineb Majestät, im Goldwerthe 
TOn tausend Francs, und ausserdem in 
einer Summe von zwei tausend fünf hun- 
dert Kronen in Gold bestehen {1 Krone 
= 1 Franc 40 Centimes circa). 

Seine Majebtït geruhten die Aus- 
führung dieses Planes einer Commission 
von drei Mitgliedern anzuvertrauen : 
Herrn JCabl Weiebbtbasb zu Berlin, 
Herrn Charles Hebufte zn Paris und 
Herrn Gösta Motao-Leffleb zu Stock- 
holm, Chefredacteur dieses Journals. Die 
Bemühungen der Commission waren Ge- 
genstand eines Berichtes, dessen nach- 
stehend folgendes Resultat Seine Maje- 
stät Allergnädigst genehmigt haben: 

>In Anbetracht der Fragen, welche in 
verschiedenen Hinsichten die Analysten 
gleich sehr interessiren und deren Lösung 



Sa Majesté Oscab II désireux de 
donner nue nouvelle preuve de l'intérêt 
qn'ELLE porte à l'avancement d^ sci- 
ences mathématiques, intérêt qn'ELLE a 
déjà témoigné, en encoun^^nt la publi- 
cation dn journal Acta Mathematica, 
qni se tronve sons Son augoste protec- 
tion, a résolu de décerner le 21 Janvier 
1889 soixantième anniversaire de Sa 
naissance un prix à «ne découvert« im- 
portante dans le domaine de l'analyse 
mathématique supérieure. Ce prix con- 
sistera en une médaille, du dix-huitième 
module, portant l'effigie de Sa Majesté 
et ayant une valeur en or de mille francs, 
ainsi qtt'en une somme de deux mille cinq 
cents Kronor en or (1 Krona = 1 franc 
40 centimes ( 



Sa Majesté a daigné confier le soin 
de réaliser Ses intentions à une com- 
mission de trois membres : M. Cabl 
Weiebstbass à Berlin, M. Cuables Heb- 
mite à Paris,, et le Rédacteur en chef 
de ce Journal, M. Gösta IitiTTAQ-LEPPLEB 
à Stockholm. Le travail des commissaires 
a été l'objet d'un rapport dont Sa Ma- 
jesté a pris connaissance, et voici leurs 
conclusions auxquelles Elle a donné Son 
approbation : 

»Prenant en considération les questions 
qui à divers titres préoccupent également 
les analystes et dont la solution serait 
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von dem grössten Nutzen für die Fort- 
schritte der Wissenschaft sein würde, 
macht die Commission Seisee MajestXt 
ehrfurchtsvoll den Vorschlag, der besten 
Abhandlung über einen der folgenden 
G^fenstände den Preis zu ertheilen.. 

1. Es sollen für ein beliebiges System 
materieller Punkte, die einander nach 
dem NEWTON'schen Gesetze anziehen, 
unter der Annahme, dasa niemals ein Zu- 
sammentreffen zweier Punkt« stattfinde, 
die Coordinaten jedes einzelnen Punktes 
in unendliche, atis bekannten Functionen 
der Zeit zusammengesetzte und für einen 
Zeitraum von uubegreiizter Dauer gleich- 
massig convei^trende Beihen entwickelt 
werden. 

Dass die Lösung dieser Aufgabe, durch 
deren Erledigung unsere Einsicht in den 
Bau des Weltsystems auf aas wesent- 
lichste würde gefördert werden, nicht nur 
möglich, sondern auch mit den gegen- 
wärtig uns zu Gebote stehenden analy- 
tischen Hülfsmitteln erreichbar sei, da- 
für spricht die Versicherung Lejeune- 
Bisiculet's, der kurz vor seinem Tode 
einem befreundeten Mathematiker mit- 
getheilt hat, dass er eine allgemeine Me- 
thode zur Integration der Differential- 
gleichungen der Mechanik entdeckt habe, 
sowie auch, dass es ihm durch Anwen- 
dung dieser Methode gelungen sei, die 
Stabilität unseres Planetensystems in voll- 
kommen strenger Weise .festzustellen. 
Leider ist uns von diesen Untersuchun- 
gen DiRiCHLEx's, ausser der Andeutung, 
dass zur Auffindung seiner Methode die 
Theorie der kleinen Schwankungen einen 
gewissen Anhalt biete, nichts erhalten 
worden;* es darf aber als gewiss an- 



* Kummer, Gedächtniesrede auf L^eune-Diricltlel, Abhandlun 
WiBseDichaften zu B«rliu, 18C0, p. 35. 



du plus grand intérêt pour les progrès 
de la science, la commission propose 
respectueusement à Sa Majesté d'ac- 
corder le prix au meiUeur mémoire sur 
l'un des sujet« suivante. 

1. Etant donné un système d'un nom- 
bre quelconque de points matériels qui 
s'attirent mutuellement suivant la loi de 
Newton, on propose, sous la supposition 
qu'un choc de deux pointe n'ait jamais 
lieu, de représenter les coordonnées de 
chaque point sous forme de séries pro- 
cédant suivant quelques fonctions con- 
nues du temps et qui convei^ent unifor- 
mément pour toute valeur réelle de la 
variable. 

Ce problème dont la solution étendra 
considérablement nos connaissances par 
rapport au système du monde, paraît 
pouvoir être résolu à l'aide des moyens 
analytiques que nous avons actuell^uent 
à notre disposition ; on peut le supposer 
du moins, car Lejeune-Dieiculet a com- 
muniqué peu de temps avant sa mort à 
un géomètre de ses amis qu'il avait dé- 
couvert une méthode pour l'intégration 
des équations différentielles de la mé- 
canique, et qu'en appliquant cette mé- 
thode il était parvenu à démontrer d'une 
manière absolument rigoureuse la sta- 
bilité de notre système planétaire. Mal- 
heureusement nous ne connaissons rien 
sur cette méthode, si ce n'est que la 
théorie des oscillations infiniment petites 
parait avoir servi de point de départ 
pour sa découverte. * On peut pourtant 
supposer presque avec certitude que cette 
méthode était basée non point sur des 
calculs longs et compliqués, mais sur le 
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genommen werden, dase nie nicht in 
schwierigen und verwickelten Rechnun- 
gen bestanden haben, sondern in der 
Durchführung eines einfachen Grund- 
gedankens, den wieder aufzufinden ern- 
ster und beharrlicher Forschung wohl 
gelingen möchte. 

Sollte Indessen die gestellte Anfgahe 
Schwierigkeiten darbieten, die zur Zeit 
nicht zu überwinden wären, so könnte 
der Preis auch ertheilt werden für eine 
Arbeit, in der it^na ein anderes be- 
deutendes Problem der Mechanik in der 
oben angedeuteten Weise vollständig er- 
ledigt wüi-de. 

2. Herr FocHS hat in mehreren Ab- 
handlungen "" nachgewiesen, dass eindeu- 
tige Functionen zweier Veränderlichen 
existiren, die ihrer Entstehungsweise 
nach den Abel' sehen Functionen zweier 
Argumente verwandt, aber allgemeiner 
sind, als diese, und fi^ die Analysis eine 
grosse Bedeutung gewinnen können, 
wenn ihre Theorie erst weiter entwickelt 
sein wird. Vf as zunächst zu leisten wäre, 
ist in folgender Aufgabe ausgesprochen: 

Es sollen die von Fuchs defiuirten 
Functionen in einem Falle von hin- 
reichender Allgemeinheit wirklich dar- 
gestellt und die wesentlichen Eigen- 
schaften derselben entwickelt werden. 



développement dune idée fondamentale 
et simple, qu'on peut avec raison espérer 
de retrouver par un travail persévérant 
et approfondi. Dans le cas pourtant où 
le problème proposé ne parviendrait pas 
à être résolu pour l'époque du concours, 
on pourrait décerner le prix pour un 
travail, dans lequel quelque autre pro- 
blème de la mécanique serait traité de 
la manière indiquée et rétjolu complète- 
ment. 



2. M. Fuchs a démontré dans plusieurs 
de ses mémoires* qu'il existe des fonc- 
tions uniformes de deux variables, qui 
se rattachent par le mode de leur géné- 
ration aux fonctions ultraelliptiques, mais 
sont plus générales que ces dernières, et 
qui pourraient probablement acquérir 
une grande importance pour l'analyse, ai 
leur théorie était développée davant^c. 



On propose d'obtenir, sous forme ex- 
phcite, les fonctions dont l'existence a 
été prouvée par M. Fuchs, dans un cas 
suffisamment général, de manière à ce 
qu'on puisse reconnaître et étudier leurs 
propriétés les plus essentielles.' 
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3. Es sollen die Functionen, welche 
einer liinreichend allgemeinen DifFeren- 
tialgleichnng erster Ordnung von der 
Form; eine ganze rationale Function der 
Variabeln, der Function und ihrer ersten 
Ableitung gleich Null gesetzt, geniigen, 
einer Untersuchung unterzogen werden. 

Die Herren Bbiot und Bouquet haben 
in ihrer Abhandlung über diesen Gegen- 
stand (Journal de l'école polytech- 
nique, cahier 36, pag, 133,-198) für 
eine solche Untersuchung den Weg ge- 
ebnet. Diejenigen Mathematiker, welche 
die von den Verfassern entdeckten Re- 
sultate kennen, wissen auch, daes ihre 
Arbeit den schwierigen und wichtigen 
Gegenstand, welchen sie zum ersten Male 
angegriffen haben, noch lange nicht er- 
schöpft hat. Es erscheint wahrscheinlich, 
dass neue Untersuchungen in derselben 
Richtung zu Lehrsätzen von hohem ana- 
lytischen Interesse führen können. 

4. Auf die allgemeine Theorie der 
algebraischen Gleichungen ist, wie be- 
kannt, ein helles Licht geworfen worden 
durch das Studium der speciellen Gleich- 
ungen, auf welche die Tbeilung des Krei- 
ses in gleiche Theile und die Theilung 
des Argumentes der elliptischen Func- 
tionen durch eine ganze Zahl führen. Die 
bemerken 8 wertlje Tran scen dente, welche 
man erhalt, indem man den Modul einer 
elliptischen Function durch den Quoti- 
enten der Perioden ausdrückt, führt in 
ähnlicher Weise zu den Modulargleich- 
ungen, welche die Quelle ganz neuer Be- 
griffe und höchst bedeutendt-r Resultate, 
wie die Auflösung der Gleichung fünf- 
ten Grades, geworden sind. Aber diese 
Transceiidente ist nur das erste Glied, 
der einfachste besondere Fall einer un- 
begrenzten Reihe von neuen Functionen, 



3. L'étude des fonctions définies par 
une équation difFérentîelle suffisamment 
générale du premier ordre dont le pre- 
mier membre est un polynôme entier et 
rationnel par rapport à la variable, la 
fonction et sa première dérivée. 

MM. Bbiot et Bouquet ont ouvert 
la voie à une telle étude dans leur mé- 
moire sur ce sujet (Journal de l'école 
polytechnique, cahier 36, pag. 133 
— 198). Les géomètres gui connaissent 
les résultats découverts par ces auteurs, 
savent aussi que leur travail est loin 
d'avoir épuisé le sujet difficile et im- 
portant qu'ils ont abordé les premiers, 
n parait probable qne de nouvelles re- 
cherches entreprises dans la même di- 
rection pourront conduire à des propo- 
sitions d'un haut intérêt pour l'analyse. 



4. On sait quelle lumière a été portée 
sur la théorie générale des équations 
algébriques par l'étude de ces équations 
spéciales auxquelles conduit la division 
du cercle en parties égales, et la divi- 
sion par un nombre entier de l'ai^mnent 
des fonctions elliptiques. La transcen- 
dante si remarquable qu'on obtient en 
exprimant le module de la théorie des 
fonctions elliptiques par le quotient des 
périodes mène semblablement aux équa- 
tions modulaires qui ont été l'origine de 
notions entièrement nouvelles, et de ré- 
sultats d'une grande importance comme 
la résolution de l'équation du cinquième 
degré. Mais cette transcendante n'est 
que le premier terme, le cas particulier 
le plus simple d'une série infinie de 
nouvelles fonctions que M. Poibcaké a 
introduites dans la science sous la dé- 
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welche Herr Poincabé unter dem Naineu 
fonetione fuchtiennes in die Wissenschaft 
eingeführt und mit Erfolg auf die Inte- 
gratioR linearer Differentialgleichungen 
von beliebiger Ordnung angewandt hat. 
Diese Functionen, welche also in der 
Analysis eine Bolle spielen, deren Wich- 
tigkeit auf der Hand liegt, sind bis jetzt 
vom algebraischen Standpunkte aus noch 
nicht derselben Betrachtung unterworfen 
worden, wie die Transcendent« der Theo- 
rie der elliptischen Functionen, deren 
Verallgemeinerung sie sind,- Es wird die 
Aufgabe gestellt, diese Lücke auszufüllen 
und neue, den Modulargleichungen ent- 
sprechende, Gleichungen aufzustellen, in- 
dem man, sei es auch nur für einen spe- 
ciellen Fall, den Ausdruck und die Eigen- 
schaften der algebraischen Relationen 
untersucht, welche zwischen zwei fonc- 
tions fnchsienneë bestehen, wenn sie eine 
Gruppe gemeinsam nahen, 

Falls keine der eingereichten Abhand- 
lungen über einen der voi^eschriebenen 
Gegenstände des Preises würdig befun- 
den wird, kann derselbe einer eingereich- 
ten Abhandlung zuerkannt werden, wel- 
che die Tollständige Lösung einer wich- 
tigen Frage der Punctionentheorie ent- 
hält, auch wenn diese keine der von der 
Commission vorgeschriebenen ist,» 

Die eingereichten Abhandlungen, mit 
einem Motto bezeichnet und von einem 
versiegelten Couvert begleitet, welches 
den Namen und die Adresse des Ver- 
fassers enthält, sind an den Chefredac- 
teur der Acta Mathematica vor dem 
ersten Juni 1888 einzusenden. 

Die Abhandlung, der Seine Majestät 
den Preis zuzuerkennen geruhen werden, 
und desRgleichen die Abhandlung oder 



nomination de fondions fncheiennes, et 
appliquées avec succès ù. l'int^ration des 
équations différentielles linéaires d'un 
ordre quelconque. Ces fonctions qui ont 
donc dans l'Analyse un rôle dont l'im- 
portance est manifeste, n'ont pas été 
considérées jusqu'ici sous le point de vue 
de l'algèbre, comme la transcendante de 
la théorie des fonctions elliptiques, dont 
elles sont la généralisation. On propose 
de combler cette lacune et de parvenir 
à de nouvelles équations analogues aux 
équations modulaires, en étudiant -ne 
serait-ce que dans un cas particulier la 
formation et les propriétés des relations 
algébriques qui lient deux fonelionê 
fuchtiennes, lorsqu'elles ont un groupe 



Dans le cas où aucun des mémoires 
présentés pour le concours sur uji des 
sujets proposés ne serait trouvé digne 
du prix, ce dernier pourra être adjugé à 
un mémoire mis en concours contenant 
la résolution complète d'une question im- 
portante de la théorie des fonctions outre 
celles proposées par la commission. n 



Les mémoires presentas au concours 
devront être munis d'une épigraphe ainsi 
que du nom et de l'adresse de l'auteur 
sous pli cacheté et adressés au Bédacteur 
en chef des Acta Mathematica avant 
le 1" Juin 1888. 

Le mémoire auquel Sa Majesté daig- 
nera décerner le prix, ainsi que d'ailleurs 
le ou les mémoires que la i 
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die Abhandlungen, welche die Commis- 
sion einer ehrenvollen Erwähnung werth 
erachten wird, werden in den Acta Ma- 
thematica abgedruckt werden und es 
darf keine von ihnen schon früher rer- 
öffentlicht sein. 

Die Abhandlungen dürfen in jeder 
Sprache geschrieben sein, welche die 
Verfasser vorziehen. Da jedoch die Mit- 
glieder der Commission drei verschiede- 
nen Ländern angehören, so wird ge- 
wünscht, dass die Verfasser ihrer Origi- 
nalabhandlung, falls dieselbe nicht be- 
reite französisch geschrieben ist, eine 
französische Übersetzung beifügen. Im 
anderen Falle werden die Verfasser zu- 
lassen, dass die Commission eine Über- 
setzung zu ihrem Gebrauche anfertigen 
lässt. 

Der Chefredactenr. 



estimera dignes d'une mention honorable, 
seront insérés dans les Acta Mathe- 
matica et aucun entre eux ne doit être 
publié auparavant. 



Les mémoires peuvent être rédigés 
dans telle langue que l'auteur voudra 
choisir, mais comme les membres de la 
commission appartiennent à trois paj's 
différents, l'auteur doit réunir à son mé- 
moire originaire une traduction française 
si le mémoire n'est pas déjà écrit en 
français. S'il n'y a pas de telle tra- 
duction l'auteur doit accepter que la 
commission en fasse faire une à son 



Le rédacteur en chef. 
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SUR UN THÉORÈME DE M. FUCHS 



PAB 

H. POINCARÉ 



Les équations différentielles linéaires jouissent d'une propriété remar- 
quable: Les points singuliers sont les mêmes pour toutes les intégrales. 
C'est ainsi que pour les équations dont les coefficients sont des polynômes 
entiers en x, les pointa singuliers sont les valeurs de x qui annulent 
le premier coefficient. C'est sur cette circonstance qu'est fondée la mé- 
thode d'intégration de ces équations par les fonctions zétafuchsiennes. 

Les équations non linéaires ne jouissent pas, du moins en général, 
de la même propriété. Ainsi l'équation très simple 

scdx + t/di/ = o 

a pour intégrale générale: 



c étant une constante d'intégration. Et les points singuliers x = +_c, 
dépendent de cette constante et ne sont par conséquent pas les mêmes 
pour toutes les intégrales. 

On est ainsi conduit à rechercher s'il existe, en dehors des équations 
linéaires, d'autres classes d'équations différentielles dont toutes les inté- 
grale,^ particulières aient les mêmes points singuliers. C'est ce problème 
que M. Fuchs a très élégamment résolu dans un mémoire intitulée 
Veber Differentialgleichungen deren Integrale feste Verzweigungspunkte be- 

AtiQ marhemurica. T. Imprlm« 1« 11 Finttr lUi. 1 
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2 ■ II. Poincaré. 

sitzen et inséré aux Sitzungsberichte de l'Académie de Berlin. (Séance 
du 26 Juin 1884.) 

Je rappelle succinctement les notations employées par le savant 
géomètre de Berlin et les résultats qu'il a obtenus. 

M. Fuchs considère une équation du 1°' ordre: 

(A) * /■(^. ». '/) = o 

OÙ z est la variable indépendante et 1/' la dérivée -p et dont le premier 

membre est une polynôme entier en y et en 1/', ayant pour coefficients 
dee fonctions quelconques de z. 

Si l'on considère un instant e comme une constante, l'équation (A) 
devient une relation algébrique entre y et y'. On appelle p le genre de 
cette relation. 

L'équation 

(C) D{z, y) = o 

est celle que l'on obtient en éliminant y' entre l'équation (A) et la 
■ suivante: 

(B) b-°- 

M, Fucus arrive d'abord à un résultat général qu'il énonce ainsi; 

Die nothwendigen und hinreiclienden Bedingungen dafür, dass 
die Integrale der Gleichung (A) feste, sich nicht mit den Änderungen 
der Anfangäwerthe stetig verschiebende Vorzweigungspunkte besitzen, 
sind die folgenden: 

1. Die Gleichung (A) bat die Form: 

(P) y'" + <l>iy""-' + i^jy'""' + ■ ■ ■ + i^». = o 

■worin ^>,, ç^, , . . . , ip^ ganze rationale Functionen von y mit von z 
abhängigen Coefficienfen von der Beschaffenheit bedeuten, dass t'',, 
höchstens vom Grade 2k in Bezug auf y ist. 

2, Ist i/ = )y eine Wurzel der Discriminantengleichung (C) fttr 
welche die durch (F) definirte algebraische Function ;/'- von y sich 
verzweigt so ist ij ein Integral der Gleichung (F). In der //' »U 
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Sur UD ihéarËme de M. Fucha. 3 

algebraische Function von y darstellenden iiiEMANN'schen Flache 
hat y' in sämmtlichen Über y = y^ liegenden Verzweigungastellen 

den Werth y' = C^-^- 

3. Je a Blattern, welche sich in y = ay, y' = ^= -^ verzweigen, 

entsprechen mindestens a — i mit y = yj zusammenfallende Wurzeln 
der Gleichung 

F{^, y, :) = o 

mit der Unbekannten y. 

En d'autres termes; l'équation (Â) devra satisfaire aux conditions 
suivantes: 

j". La fonction // définie par cette équation ne pourra devenir 
infinie que lorsque y sera lui-même infini, ou pour certaines valeurs 
particulières de z. 

2". Si l'on pose y^~-■, y[ = j^, l'équation (A) deviendra: 

(A,) F,{s, y„ y[) = o; 

y[ ne devra pouvoir devenir infinie, si y^ est nul, que pour certaines 
valeurs particulières de g. 
3°. Les équations; 



devront définir des intégrales singulières de réquation (A). 
4''. En dift'érentiant l'équation (A), on trouve: 

dy' du dy ' dz 

On devra avoir identiquement: 

P et ^ étant des polynômes entiers en y et en y", ayant pour coefficients 
des fonctions de z. 

Il est aisé de comprendre l'importance de ces résultats. Supposons 
en effet que F soit un polynôme entier, non seulement par rapport à y 
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et à /, mais encore par rapport à z. Alors, si les conditions précédem- 
ment énoncées sont remplies, le nombre des points singuliers est fini et 
ces points peuvent même être regardés comme, donnés, de sorte que la 
méthode d'intégration des équations linéaires par les fonctions fuchsiennes 
est applicable, au moins dans ses traits essentiels. On pourrait donc ainsi 
concevoir l'espoir de découvrir une classe nouvelle d'équations dififérentîelles 
intégrables par ces transcendantes. Dans le cas même où F n'est pas 
un polynôme entier par rapport à z, le résultat reste fort important. 

Mais pour en tirer tous les fruits, il est indisp'ensable de faire des 
conditions précédemment énoncées une étude plus approfondie. Cette étude 
a été commencée et poussée assez loin par M. Fltchs et je désirerais ici 
la pousser plus loin encore, afin d'arriver à des conclusions définitives. 

Le nombre que nous avons appelé plus haut p joue dans cette étude 
un rôle capital. 

i". Supposant d'abord p = o, M. Fuchs pose 

__ 0j{t) , _ *j(0 

0at ^i et ^t désignant des polynômes entiers en t, dont les cofifficienta 
dépendent de z. Il arrive ainsi à l'équation 

j^= A^ -\- Â,t -\- Â^f 

où À^, A^, Aj sont des fonctions de s. C'est l'équation de Riccati qu'il 
est aisé de ramener, comme on sait, aux équations linéaires du 2^ ordre. 
Ainsi dans le cas de p = o, on n'obtient pas de classe réellement nou- 
velle d'équations différentielles satisfaisant aux conditions énoncées. 

Dans ce premier cas, je n'ai rien à ajouter aux résultats obtenus 
par M. Fuchs. 

Ce savant géomètre, examinant ensuite le cas de p -^ i, pose: 

les 0, les W et R étant des polynômes entiers en t avec des coôfficientfl 
dépendant de z, et R en particulier étant du 4' degré en t. 
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Sur Ull Ihcorcmo du M. Fuclis. 5 

L'équation (A) ast alors ramenée à la forme: 

(■) s = '<« + '^.' + ^-'' + '''*«('^ 

OÙ les A et k sont des fonctions de 2. 

On déduit alors de l'énoncé de M. Fi;chs, cité plus haut, la condition 
spivantti • 

B^ et B, étant des fonctions de 2. 

On peut pousser plus loin encore l'étude de cette condition à laquelle 
s'arrête le célèbre anaïyste que non citons. 

Soit: 

(3) ]i{l)-(t-a){t-ß){t-r){t — a) 
a, ß, Y ^t 3 étant des fonctions de z. Posons; 

(4) '==^ 

a, h, c, d étant des fonctions de z que nous déterminerons plus com- 
plètement dans la suite et auxquelles nous imposerons d'abord la con- 
dition: 

ad — ôc = I . 

Les équations (i), (2) et (3) vont se transformer. En posant: 

a« -H 6 . i>,ï + h ar' -V h , a^ + b 

«=^;7T^' ''^^TTTTi' r--r^i^ "-T^^Td 

on aura: 

ji(t\ (.t-«-K.t-/j^x«-r't("-'y)' ■ li, _ 

^\'! - (^„ + ./)'{^«' + àl<t,^ + rfXc;-' -t- dXrff + d) (.;. + ,/|M/ 

M étant une fonction de z, 
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" H. 1> 

les A" et les B' étant des fonctions de 2. II vient ensuite 

■" _ ■'« , C. + (.'..i + C'...' 

di dz(cu + dy "•" (™ + d). 
d'où, en posant, 

^;' — t; = j;, ^;-_c, =, j;, ,•).;■ — ti^^; 

on tirera: 

et on trouverait aUément: 

ir + S (''; + ^■•' + ^'"') " (''•; + '■.•')"^- 

Ainsi la forme des équations (i), (2) et (3) n'est pas changée jjar la 
transformation {4), ee qu'il était d'ailleurs facile de prévoir. 

Nous déterminerons a, b, c, tl en fonction de 2 par les conditions; 

rfoc — 4 ^- (,; + ,/)jï — {„ + 4) „ (d — c)r —{b — a) — o 

qu'il est toujours possible de remplir et qui entraînent: 

a'--o, /y—i, /^—l. 

D'où la conclusion suivante: 

Il est toujours permis de supposer: 

^'(0 --'('■•■ -')('-"■) 

it ptant une fonction de z qui définit le module des t'onetions elliptiques 
engendrées par yft. C'est l'hypotliose que nous ferons désormais. 
L'équation (2) devient alors: 

'(■ - t'Y'j'l + w'^» + ^'' + -■'>'') " ("• + "'')^- 

Faisons successivement dans cette équation: 

; ^ o, / = I, ï = — 1, 
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elle deviendra: 



{A^ + A,t + AJ'') = o, (/ ^ — I, o. i). 



Mais -iT ne saurait s'annuler pour une de ces trois valeurs de /, sans 
quoi â serait égal à — i, à o, ou à i, et le nombre p ne serait plus 
égal à I, mais à o. On a donc: 

A^ + A,t + A^f = o, {/ = — I, o, i), 
d'où 

^^ = ^, = ^^ = o. 

L'équation (2) se réduit alors à: 

Si dans cette équation on fait t ^=ô, il reste: 



Ainsi â est une constante. 

Si on regarde un instant 2 comme une constante, l'équation (A) 
devient une relation algébrique de genre p. Cette relation définit une 
certaine surface de Riemann S qui dépend de 2. Ici ^ = i ; donc à 
chacune de ces surfaces de Kikmakn correspond un système de fonctions 
elliptiques et le module de ces fonctions pourra s'appeler le module de 
la surface î>. 

Il résulte de ce gui prévède que le module de la surfdce S est invanahle. 

Cela posé, l'équation (1) devient; 



ne -dépend que de ^ et A ne dépend que de z\ les variables -sont donc 



y Google 



Posons ^^^-J-') H étant une fonction de z. L'inversion de la relation 

donnera: 

l-f(ix + c) 

ip étant l'algorithme d'une fonction doublement périodique et c étant la 
constante d'intégration. 

Les points singuliers de la fonction^, seront ceux de la fonction /t; 
ils seront donc indépendants de la constante d'intégration et seront les 
mêmes pour toutes les intégrales. 

Ainsi dans le cas de |}= i, comme dans celui de J) = o, noue ne 
sommes pas conduits à une classe réellement nouvelle d'équations di£Fé- 
rentielles. 

Il reste à examiner le cas de p > i, laissé de côté par M. Fuchs. 

Une petite digression sur les surfaces de Riemann est ici nécessaire. 

Soit: 

une relation algébrique de genre jf), définissant une surface de Rjemann S^. 
Soit 

A(!/,. .i/;)-o 

une relation de même genre définissant ime surface de Riemanx S^. 

\jeB. deux surfaces S^ et Ä, seront dites équivalentes si l'on peut 
passer de l'une à l'autre par une transformation birationnelle, c'est à dire 
en établissant entre le.« deux points analytiques (//„, y/i). O/i. .'/!)» ""« 
relation telle que i/, et y\ puissent s'exprimer rationnellement en fonctions 
de //„ et y\\ et réciproquement. 

On sait qu'il y a certains invariants qui ne sont pas altérés par les 
transformations bi rationnel les; ce sont les modules. Il y a 3^ — 3 mo- 
dnles pour une surface de Riemann de genre p > i et i module pour 
une surface de genre i . Deux surfaces de Hiemakn équivalentes ont 
donc mêmes modules. 

Reprenons maintenant l'équation (A) et considérons-la comme re- 
présentant une surface de Riemann S variable avec z. Je dis que les 
modules de cette .surface .S seront constants et indépendants de z. 
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Sur lin théorème de M. Fach«. P 

En effet partons de la valeur initiale z^ de 2, à laquelle correspond 
une certaine surface de Riemann S^. Soient y„ et yâ les valeurs initiales 
d'une certaine intégrale de l'équation (A) et de sa dérivée; le point 
analytique (y^, y'^ appartiendra à la surface S^. 

Allons ensuite du point z^ au point z^ en suivant un chemin déterminé. 
La surface de Riemann que nous avons appelée 8 et .qui pour z^=e^ se 
réduisait à S^, variera avec z et pour z^=Zy, se réduira à S^. Pour 
/ = ^j, l'intégrale considérée et sa dérivée se réduiront à y, et y\ et le 
point a'naiytique {^,, yj) appartiendra à la surface Ä,. 

Faisons maintenant varier sur la surface S^ le point analytique 
(f/o, y'^ qui définit les valeurs initiales correspondant à l'intégrale en- 
visagée, mais conservons des valeurs invariables à ^^ et à z^ et ne faisons 
pas varier non plus le chemin qui mène de z^ k z^. Dans ces conditions, 
les surfaces -S", et S^ ne varieront pas, mais l'intégrale considérée variera 
et dépendra des valeurs initiales y^ et y'^ que l'on aura choisies. Par 
conséquent y^ et y\ seront des fonctions de y^ et de y'^. 

Je dis que ce seront des fonctions uniformes et continues du point 
analytique (t/o, yi). En eft'et si Ton se donne les valeurs initiales y, et 3/;, 
l'intégrale qui correspondra à ces valeurs initiales sera entièrement déter- 
minée. Cette intégrale considérée comme fonction de z, peut prendre 
pour z = z^ des valeurs différentes. Mais parmi elles, il y en a une, qui 
est celle que nous avons appelée y, et qui est celle que l'on obtient 
en allant du point z^ au point z^ par le chemin particulier que nous 
avons choisi. Cette valeur y, ainsi définie est parfaitement déterminée. 
C'est donc une fonction uniforme du point analytique (1/9, yj). 

Cette fonction uniforme pourrait toutefois être discontinue. Voyons 
comment cela pourrait arriver, par un exemple simple. Reprenons 
l'équation ; 

zdz + ydy = o 
et son intégrale: 



Soit z^ =^ Q, 2, = I et allons du point o au point i par la droite qui 
joint ces deux points. Il viendra: 
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to 
et 



y, = ± V=' - ' = ± \/y; - 1 ■ 



Ainsi y^ est exprimé en fonction de j/„. Il reste toutefois pour le définir 
complètement à décider si l'on doit prendre le signe + ou le signe — . 
Supposons d'abord que la partie imaginaire de y^ soit positive. Posons: 

21/^ = ^i + Ij cosjc + i\t — ^^j sin jf 

/ et jr étant des quantités réelles et telles que 

o <^ < 2r, ^ > I- 

Cela est toujours possible et d'une seule manière, sauf une exception 
dont nous parlerons plus loin. Il viendra: 

2v'j;r=T- +[(/— j)co3if + !-(/ +j)9iiij--]- 

Cela posé, pour déterminer le signe qu'il faut prendre, faisons varier r 
de o à I, en suivant la droite qui joint ces deux points. 
Nous écrivons: 

21/^ = (il -\ — j cos^ -\- îiii j sin ^' 

o <tp < 2-, "ü ■î'; 
il' devrii-se réduire à ^ et m à i pour z ^ \. Il viendra: 
2 yyj — ^' = + (m j cos^'' + ((« H — J sin^ 

et comme cette expression devra se réduire à 2)/„ pour ^ = o, il faudra 
prendre le signe + et il viendra: 



21/, = (t — J ) coÄjp + i{t + I ) sin jf 



Cette expression n'est pas une fonction continue de .w, , Soit en effet 

^- I +£ 
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Sur uu iLiiorènie do M. KucIih. 
S étant infiniment petit. Les deux valeurs de 2y^: 



et 

( I +£+ j cob( — ^) + H I +£ — . . ) ^'"( — f) = 2coiijr+ iiif. petit. 

sont infiniment voisines, tandis que les valeurs correspondantes de 2^, : 

[ I + £ -— 1 cos(f + ÎM + £ H T^jsinf ^ 2tBin(f + inf. petit. 

et 

( I +£ — ■ 1 cos{ — jf) + il 1 +£H t~)8'"(~f) = — 2(8injf + inf. petit 

ne sont pas infiniment voisines comme elles devraient l'être si ^, était 
fonetion continue de y^. 

A quoi tient ce fait? Supposons que ß^ soit réel et compris entre 
— I et +1. Alors il faudra prendre t= i. Et pour l'angle ^ nous 
aurons deux valeurs distinctes satisfaisant toutes deux à. la condition: 



D'ailleurs rien dans les hypothèses faites jusqu'ici, ne nous permettra de 
décider entre ces deux valeurs de j? qui conduisent pour y, à deux 
valeurs égales et de signe contraire. Rendons*nou8 compte de la raison 
d'être de cette anomalie. Supposons que nous ayons donné à t/^ une 
valeur réelle comprise entre — i et +1. L'intégrale correspondante 

y = v'y; - 2* 

présentera un point de ramification 

situé sur la droite qui joint le point ^ = o au point 2=1, c'est à dire 
sur le chemin même que nous sommes convenus de suivre pour aller du 
premier de ces points au second. Quand la variable z, en suivant ce 
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chemin, aura franchi ce point de ramification, rien dans les hypothèses 
faites ne nous permettra de décider quel signe il faut attribuer au ra- 
dical y/jj _ a'. 

Je suis entré dans d'assez longs détaits sur ce cas simple et j'espère 
avoir fait comprendre comment y, pourrait être une fonction discontinue 
de y^. 

Cela arriveratt si l'un des points du chemin gm nous suivons pour 
aller de z^ ii z^ était un point de ramification pour l'une des intégrales. 
Mais rien de pareil n'est à craindre dans le cas qui nous occupe. Nous 
avons supposé en eflfet que les points de ramification étaient les mômes 
pour toutes les intégrales et par conséquent qu'il ne pouvait y avoir 
de points de ramification des intégrales que pour certaines valeurs par- 
ticulières de z. 

Or. noua aurons toujours pu choisir le chemin qui va de /^ à z^ de 
telle sorte qu'il ne passe par aucune de ces valeurs particulières. 

Donc !/^ est une fonction uniforme et continue de y^ ^^ .Vo- 
ll est aisé de voir que cette fonction n'a d'autres singularités que 
des pôles. 

Donc ^j est une fonction rationnelle de y„ et y'^. 

Pour la même raison, yj est" une fonction rationnelle de if^ et yj; et 
de même y^ et i/'„ sont des fonctions rationnelles de y, et y[. 

Donc on peut passer de S^ à S| par une transformation birationnelle. 

Donc ces deux surfaces deRiEMANN ont mêmes modules. 

Donc les modules de la surface S sont indépendants de z. 

C. Q. F. D. 

C'est le résultat que nous avions obtenu plus haut pour le cas 
de j>=- I et qui est étendu ainsi au cas général. 

Pour pousser plus loin cette étude, il est nécessaire de dire quelques 
mots des transformations birationnelles des surfaces de Kiemann en elles- 
mêmes. 

Une surface de genre o peut se transformer en elle-même par une 
infinité de transformations birationnelles formant un groupe continu à 
trois paramètres. Soit en effet 

(5) f(^,'j)=o 
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Sur UD ibaorëme de M. Fudia. 13 

une relation algébrique de genrp o et S la surface ilc Hiemann corres- 
pondante, on posera: 

^ et ^ étant rationnels. Si ensuite on pose 

a, ß, Y i:t d ctuut deri consfantus (jucl conques, \}U\^: 

x' et t/' seront fonctions rationnelles ôe x ut y et réciproquement, on 
aura ainsi une triple inanité de transformations birationnellee de la 
surface .S' en elle-même. 

Les transformations birationnelles d'une surface de genre i en clle- 
nicme forment encore un groupé continu, mais ce groupe ne contient 
plus qu'un seul paramètre. Supposons en eft'et que la relation {5) et 
par conséquent la surface 6' soit de genre i et non plus de genre o. 
Nous poserons: 

fT et f^ étant des fonctions doublement périodiques avec les périodes ta 
et w'. Soient 

■c' = HO' y' = HO 

un autre système de valeurs satisfaisant à la relation (5) et supposons 
que x' et y' puissent s'exprimer rationnellement en x et y, et réciproque- 
ment. On verra: 

i" que t' est une fonction entière de t. 

2" que t est une fonction entière de t'. 

3° que l'on a entre l et t' une relation de la forme: 

o.t ■\- ßf -^^ Y ^ o ^ ' 

a, ß ci Y étant des constantes. 

4° que lorsque t augmente d'une période, t' doit augmenter aussi 
d'une période et réciproquement. Si par exemple t augmente de a>, t' 
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devra augmc.ntor de «10» + tKa', m et n étant des entiers. Il vient 
donc; 

aw + ßitnw + iito') = o 
et de même: 

Ott»' + ß{t>i'tü + n'tü') = o 

a(m,(u + »lö»') -^ ß(o = o 

a{m'ia} + n{a}') + ßto =■- o. 

Les deux dernières équations sont des conséquenecs des deux premières 
pourvu que l'on suppose: mn' — m'n ^ i. Cette condition est d'ailleurs 
nécessaire pour que les quatre équations soient compatibles. Nous rem- 
placerons donc nos quatre équations par les trois suivantes: 

(fl + ßm)u} + ßiita' = ßm'o} +" (« + ßn')(o' = o 



Ces équations peuvent être satisfaites de deux manières: 
1°. En faisant 



t' = t-\- r- 

On est ainsi conduit à une simple intinité de transformations de la sur- 
face S en elle-même,' dépendant d'un seul paramétre 7- et formant un 
groupe continu. 

2". Le rapport - est donné par l'équation: 

a' + A* + «/^('" + "') = o- 

De plus ce rapport ne doit pas être réel, (si on laisse de côté le cas 
que nous venons de traiter et celui que nous allons traiter plus loin) 

sans quoi le rapport — serait lui-même réel. On devra donc avoir: 
wi + n' ^ o, I ou — 1. 
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Sur un tliéorËmc dp M. Fuchs. 15 

Il est aisé de déduire de la que le rapport —, doit avoir une des valeurs 

(6) -^"J^+Z' 

Xe » + // 

h, X, fi, Å', fi' étant des entiers tel que 

Afï — Å'/i=i, k-^{2, 3, 4, 8, 9 ou lo) (mod 12). 

Ce cas ne pourra donc se présenter que pour certaines valeurs parti- 
culières du module de la surface S. Pour ces valeurs, la surface S 
admettra outre le groupe continu trouvé plus haut, une autre trans- 
formation dont la puissance 3', 4* ou 6' se confondra avec la substitu- 
tion identique, ainsi que les diverses puissances de cette transformation 
et les combinaisons de ces puissances avec les diverses transformations 
du groupe continu. 

3°. On peut enfin satisfaire à nos trois équatiniis en faisant: 

i = — /' 
a^^i, /5=i, m = n'^ — r, jh' = h = o. 

On est ainsi conduit à une transformation T de la surface S en elle- 
même. Si l'on appelle r une transformation quelconque du groupe continu 
trouvé plus haut, toutes les transformations bira tion nel les de la surface S 
en elle-même sont comprises dans l'une des formules 

r et tT. 

Il n'y a d'exception que si le rapport — prend l'une des valeurs (6). 

Les considerations qui précèdent ne présentent aucune difficulté, je les 
ai pourtant développées avec détail parce que j'ai l'intention d'appliquer 
une méthode tout à fait analogue à la recherche des transformations des 
surfaces de genre p> t. 

Ces surfaces ne peuvent être transformées en elles'tnêmes que <Tvn 
nombre fini de manières. 

Ce théorème était soupçonné depuis longtemps, mais la dé mönstra tion 
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a longtemps arrêté les géomètres. Elle a été trouvée il y a quelques 
années par M. Klein. 

Voici en eflFet ce que ce géomètre me fit l'honneur de m'écrire à 
la date du 3 Avril 1882. 

Eine Reihe von Theoremen über algebraische Functionen beweist 
man vermöge der neuen sj Function sofort (fonction intimement liée 
aux fonctions fuchsiennes). Zum Beispiel den Satz, den ich in meiner 
Schrift über Riemakn nur erst tds wahrscheinlich Itezeichnete, dass näm- 
lich eine Fläche p > i niemals unendlich viele discrete eindetftige Trans- 
formationen in sich besitzen lann {vermöge deren sie in eine co Zahl 
äquivalenter Fnndamentalpohjgone zerlegt erscheinen uiirde). 

ll est facile de reconstituer dana tous ses détails la démonstration 
de M. Klein. 

Reprenons en effet la relation (5) et supposons que cette relation et 
par conséquent la surface S soient de genre ^)> i. Nous poserons; 

x = ^{f), y=-4'{t) 

f{t) et t}}{t) étant des fonctions fuchsiennes dont le polygone générateur 
R^ aura 4/) côtés, les côtés opposés étant conjugués. Tous les sommets 
formeront un seul cycle et la somme des angles sera égale à 21t (cf. 
Théorie des groupes fuclisiens, Acta Mathematica, T. i, p. 23 et 42; 
et Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, T. i, p. 256 
et siiiv.). Cela est toujours possible (cf. Mémoire sur lés groupes des équa- 
tions linéaires. Acta Mathematica, T. 4, p. 272 et 276). 
Soient: 

et supposons que x' et y' soient fonctions rationnelles de x et de y, et 
réciproquement. Qu'arrivera-t-il si l'on étudie (' comme fonction de f? 
Kn premier lieu, tant que / reste intérieur au cercle fondamental, /' est 
une fonction holomorphe de /. 

De plus (' reste intérieur au cercle fondamental. 

Réciproquement quand t' reste intérieur au cercle fondamental, / est 
fonction holomorphe de /' et re.'itp inférieur au cercle fondamental. 
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On en déduit aisément (cf. Mémoire stir les groupes des équations 
linéaires, p. 231) que 

_ at + ß 
' ^ ri + ^ ' 
la substitution: 



V' r' + V 



rt + ô 

conservant ic cercle fondamental. 

Soit maintenant G le groupe des fonctions fiichsicnnes f-{/) et </'{t). 
Je dis qu'il est permutable à la substitution «t. Soit en effet z une 
substitution quelconque du groupe G: je dis que (t~Vo- fera aussi partie 
de ce groupe. En effet, r faisant partie de G, on aura: 

d'où: 

R[f{t),4.(t)] = R\f,(f.r),4,(l.r)] 

R étant l'algorithme d'une fonction rationnelle quelconque. D'autre part 
on a, par hypothèse: 

i' = j»(<.o-)-Ä,l(;(0, (SW) 



et de même 



4'oi 






f{tT„)-f{ta), 4'{lT^) = 4'{l^) 

ou en changeant t en ta~^ 

if(/^-'7ö-) = Sf(0, ip{tn''zrT) = il>{t). 

Donc la substitution a'^za fait partie du groupe G. 

C. Q. F. D. 

Les substitutions linéaires permutables au groupe G et conservant 
le cercle fondamental forment un groupe G'. Ce groupe G' contient 

Acim maiÀimaHea. 7. Inprim« 1« U F«cilcr iWt. 3 
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évidemment le groupe G; en d'autres termes G est un sous-groupe de G', 
et on voit aisément qu'à toute substitution de ,ff, n'appartenant pas à G, 
correspondra une transformation birationnelle de la surface S en elle-même. 
. Remarquons de plus que d'après la définition même de G', G est 
un »sous-groupe distingué» de G'. 

Mais il y a deux espèces de sous-groupes: les sous-groupes d'indice 
fini (qui sont tels qu'on obtient toutes lea substitutions du groupe prin- 
cipal, en prenant la résultante des diverses substitutions du .sous-groupe 
(iX d'un nombre fini d'autres substitutions) et les sous-groupes d'indice infini. 

Je me propose de démontrer que G est un sous-groupe d'indice fini, 
et par conséquent que la surface S n'admet qu'un nombre fini de trans- 
formations birationnelles en elle-même. 

J'établirai d'abord que G' est un groupe fuchsien, c'est à dire un 
groupe proprement discontinu. En effet s'il ne l'était pas, il serait ou 
bien continu (c'est à dire qu'il contiendrait des substitutions infinitésimales), 
ou bien improprement discontinu. (Cf. Théorie des groupes kleinéens, 
Acta Mathematica, T. 3, p. 57.) 

1°. 11 ne peut pas être continu; car s'il contenait une substitution 
infinitésimale tr, cette substitution serait permutable, non seulement au 
groupe G, mais à toutes les substitutions de ce groupe. 

Soient en effet 

Ti, r,, ... , r,, 

-les substitutions fondamentales de G. D'après les hypothèses faites, les 
substitutions 

feront également partie du groupe G. Mais ces substitutions différent 
infiniment peu de 

r,, r„ ..., r,p 

puisque a est infinitésimale. Mais le groupe G étant discontinu ne devra 
contenir aucune substitution infinitésimale, il ne pourra donc contenir 
deux substitutions distinctes, mais différant infiniment peu l'une de l'autre. 
Donc on a; 

r, = a~^Ti<T, (ï = I, 2, . ■ . » 2/»). 

Donc a est permutable aux substitutions fondamentales de G; elle est 
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donc permutable à toiUes les substitutions de ce groupe, qui n'en sont 
que des combinaisons. 

Mais je dis qu'on ne saurait trouver de substitution linéaire per- 
mutable à toutes les substitutions de G. En effet pour que deux sub- 
stitutions linéaires 2' et X' soient permutables, il faut et il suffit, ou bien 
qu'elles aient mêmes points doubles (les deux points doubles pouvant 
dans certains cas se confondre en un seul), ou bien qu^elles aient toutes 
deux pour multiplicateur — i et que les quatre points doubles soient 
conjugués harmoniques. 

Nous n'avons pas besoin de nous inquiéter de ce second cas de per- 
inutabilité. En effet une substitution infînitésimale ne peut avoir pour 
multiplicateur — i . Si donc le groupe G' contenait une substitution 
infinitésimale a, toutes les substitutions de G devraient avoir mêmes 
points doubles que a; elles seraient donc toutes permutables entre elles, 
ce qui n'a pas lieu. 

Donc G' ne peut être continu. 

2°. G' ne peut pas non plus être improprement discontinu. J'ai 
démontré en effet {Groupes, kleinéem, p. 58) que tout groupe formé de 
substitutions linéaires conservant le cercle fondamental, et ne contenant 
pas de substitution infinitésimale, est proprement discontinu à l'intérieur 
du cercle fondamental. 

Donc G' est un groupe fuchsien. 

Il aura donc un polygone générateur ßj, et l'indice de G considéré" 
comme sous-groupe de G' sera égal à la ^ de B, (polygone générateur 
de G) divisée par la S de JBJ. (Cf. Mémoire sur les groupes des équations 
linéaires, Acta Mathematica, T. 4, p. 285.) Or la S de B^ est finie, 
donc G est un sous-groupe d'indice fini. C. Q. F. D. 

En général, le groupe G' ne diffère pas du groupe G, de sorte que 
la surface S n'admet aucune transformation birationnelle en elle-même. 
Elle ne peut en avoir que dans des cas exceptionnels qut correspondent 
évidemment aux différents cas de symétrie que peut présenter le po- 
lygone Ra- 

Soient maintenant deux surfaces de Eiemann S^ et 5,, équivalentes, 
et de genre p. 

Si l'on peut passer de l'une à l'autre par deux transformations 
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bi rationnelles T et U, la transformation TU~^ cliangcra en elle-même la 
surface S,. 

D'où les conclusions suivantes: 

1°. Si p = o, on peut passer de S^ à S^ par une triple infinité de 
transformations birationnelles. 

2°. Si p = 1, on peut passer de S^ à S, par une simple infinité 
de transformations birationnelles. 

3". Si ^> I, il n'y a en général qu'une seule transformation bi- 
rationnelle qui permette de passer de S^ à 5,, et il n'y en a jamais qu'un 
nombre fini. 

Grâce à ces propositions, il est aisé de retrouver les résultats que 
nous avons démontrés plus haut pour les cas de p ^ o et de p = i et 
de traiter complètement le cas de p > i . 

Reprenons en effet l'équation: 

(A) l'(t, <J, i) = o 

et soit d'abord p = o. On pourra poser: 

y = ?{'). </ = (>(0 

(T et ^ étant des fonctions ratioimcllcs de / dont ks coefficients dépendent 
" de z. 

Soit ^Q = çf(^o), i/'q = f^Co) 1^'s valeurs initiales d'une certaine inté- 
grale et de sa dérivée pour z=^e^y et 

les valeurs de cette même intégrale et de sa dérivée pour z = z^. On 
a vu que ;/i et yj doivent être fonctions rationnelles de </„ et yi et 
réciproquement. On aura donc 

/ = < + ^ 

Les coefficients de cette substitution linéaire a, /3, ;-, « dépendent évidem- 
ment de z^ et de z^. Nous regarderons z^ comme une constante, et ^^ 
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sera la variable indépendante; nous supprimerons donc l'indicG i de /,, 
^K Vil y[ 3t nous aurons 

(«) ' = 7^1 

OÙ t^ sera la constante d'intégration et ou a, /9, ;-, rf seront des fonctions 
de z. Si a', (f, f, ff sont lee dérivées de ces fonctions; il viendra: 

En éliminant t^ entre (6) et (7) on retomberait sur l'équation -de Uiccati, 
ce qui confirme le résultat obtenu plus haut. 

Si on remplace t par sa valeur (6) dans l'expression 

on trouve pour l'intégrale générale de l'équation (A): 

y-lt(K) 

B étant une fonction rationnelle de la constante d'intégration i„ et dont 
les coefficients dépendent de z. 

Réciproquement si l'on a une fonction y de („ et de z, rationnelle 

par rapport à /„, et que l'on forme la dérivée y" == -j- ^ o" obtiendra par 

l'élimination de t^ une équation difterentielle de la forme (A) entre y, y' Gt z. 

Si en particulier l'équation (A) est algébrique, non seulement par 
rapport à y et à 1/', mais encore par rapport à z, l'équation de Riccati 
à laquelle on sera conduit aura ses coefficients algébriques en z, et par 
conséquent l'intégration de l'équation (A) sera ramenée à celle des équa- 
tions linéaires du 2'' ordre à coefficients algébriques. 

Supposons maintenant p= i. Nous pourrons poser: 

y = <f{t), y' = <p(,t) 

jf et ^ étant des fonctions doublement périodiques de ( dont les coöfticiciits 
dépendent de z. Conservons aux notations 

^0.^1. yo=<f{U\ y'<,=-<P[h), y\^y{fy)' ^i = ^{^) 
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le même sens que plus haut. On sait que y, et y\ doivent ôtre des 
fonctions rationnelles de !/„ et y'^ et réciproquement. Donc d'après ee 
qu'on a vu plus haut sur les transformations des surfaces de genre i en 
elles mêmes, on devra avoir: 

a étant égal à l'une des quantités: 



Comme o et ^ doivent être des fonctions continues de ^, et que \ doit 
se réduire à t^ pour z^ =■2,, on aura 

Considérons z^ comme constant, z^ comme variable et supprimons l'indice 
I de Zi, ti, î/t, i/'i- 

ß sera une fonction de z et l'intégrale générale de l'équation (A) sera: 

y- fil; +ß) 

f étant une fonction doublement périodique dont les coôfticieiits dépen- 
dront de z, ß une fonction de z, et t^ la constante d'intégration. 

Si l'équation (A) est algébrique en z, les coefficients de la fonction 
doublement périodique f{t) dépendent algébriquement de s; et la fonction 
^ de ^ s'obtient par une simple quadrature. Posons; 

« = Bn{i) 

y sera une fonction algébrique de « et de z, si l'équation (A) est algé- 
brique en ^. Si l'équation (A) n'est pas algébrique en £: et si elle s'écrit: 

"^A^^/y^y'" = o 

où les coöfticients A^^ sont des fonctions non algébriques de z, y sera 
une fonction algébrique de « et des coefficients A^,,. Dans tous les cas 
on aura: 

« = sn{i!„ + ß) 



yGoosIe 



Sur UD théorËme de M. Fuch«. 23 

t^ étant la constante d'intégration. On reconnaît là le résultat obtenu 
plus haut. 

Arrivons enfin au cas de p > i . ' Faisons d'abord z = z^ dans l'équa- 
tion (A); cette équation représentera une certaine surface de Riemank -S^. 
Si l'on y fait z^z^, on aura une surface équivalente 8y Cette seconde 
surface dérive de la première par une seule transformation birationnelle 
ou par un nombre uni de pareilles transformations. 

Soit 

(A.) F.{n„y'.) = o, (A,) F,(!,„î,;) = o 

les équations de ces deux surfaces de Riemann. On passera de l'une à 
l'autre en posant: 

(8) .yi=-R{yo, rô, ï/i=-R,(yo, .*/;) 

B et Äj représentant des fonctions rationnelles. Ces fonctions rationnelles 
B et B^ sont telles que l'élimination de y^, yj entre l'équation (A^) et 
les équations (8) conduit à l'équation (AJ. D'après ce que noua venons 
de voir, il n'y a qu'un nombre fini de fonctions rationnelles qui jouissent 
de la même propriété. 

Donc quand on connaîtra les équations (A^) et (A,) on pourra trouver 
les deux fonctions rationnelles B et R^ par des procédés purement afgé- 



Comme les coefficients de (A,,) et (AJ dépendent de z^ et de «,, il 
en sera de même des coefficients de B et Bj. Si nous regardons z^ 
comme une constante, 2, comme la variable indépendante, puis que nous 
supprimions l'indice i dans 2,, /,, i/^, y',, il viendra, pour l'intégrale 
générale de (A) 

y = -50«. y'ö) 

B étant une fonction rationnelle des deux constantes d'intégration y^ et 
y'a, fonction rationnelle dont les coefficients dépendent de z. Les deux 
constantes d'intégration y^ et y'» ne sont d'ailleurs pas indépendantes, car 
elles sont liées entre elles par l'équation (A^). 

Si en particulier l'équation (A) est algébrique en z, les coefficients 
de B dépendront algébriquement de z, et l'intégrale générale de l'équa- 
tion (A) sera algébrique. 
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Si au contrnire l'équation (A) s'écrit: 

'^A„^y~ij''' = o 

lea coefficients A^^ étant des fonctions non algébriques en g, l'intégrale 
générale 

i/ = B 

sera une fonction algébrique non seulement de y^, mais des coefficients A^^. 

Dans tous les cas, l'équation (A) s'intègre par des procédés purement 
algébriques. 

On arrive (V ailleurs au ni^^nie résultat par emplui des fonctions 
fnchfliennes. Ecrivons encore l'équation (A) sous la forme: 

'^A^f.y'y'" = o. 
Nous pourrons poser 

y-f{l). If- m ■ 

f et ^' étant deux fonctions fuchaiennes dont les coefficients dépendent 
de z. Soient f et ly deux fonctions fuchsîenncs, indépendantes de z et 
à l'aide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement. On aura: 

R et R^ étant des fonctions rationnelles de ^ et de jy. Les coefficients 
de ces fonctions rationnelles dépendent de z, et il est aisé de voir de 
quelle manière: ce sont des fonctions algébriques des coefficients A^^. 
Conservons aux notations 

-fo, lu y. = fCo). y'o - fl'{h), 2/. = f'{^), v[ - iM'O 

le même sens que plus haut. Le point analytique {»/i, y'^ devra être 
lié au point analytique {//„, j/ô) P"'" une transformation birationnelle. On 
aura donc: 

la substitution 



V' rt + s) 



appartcnaTit au groupe fippclô pins haut Cî". 
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Les coefficients a, ß, y, ù dépendent de z^ et de z^ ; mais ce ne peuvent 
être que des fonctions continues do z^ ; de plus pour z^ = Zg on a (j ^ i^. 
Mais le groupe G' est discontinu. Donc on a quels que soient z^ et z^: 

Ainsi t est une constante et il en est par conséquent de môme de f et 
de Tj qui ne dépendent que de t. L'intégrale générale de l'équation (A) 
est donc: 

où l'on doit regarder f et ly comme deux constantes d'intégration liées 
entre elles par une relation algébrique. 

C'est le même résultat que plus haut. 

Il reste deux questions à résoudre. 

On peut se demander en premier lieu s'il existe effectivement des 
équations intégrables algébriquement par le procédé que nous venons 
d'indiquer c'est à dire des équations algébriques de la forme (A), de genre 
^ > 1 et satisfaisant aux conditions de M. Fucus. 

La réponse à cette première question doit être affirmative. 

Soit en effet 

(9) F{f, 7)-o 

une relation algébrique quelconque de genre p> i. Soit: 

(10) a; = jr(f, yj), y = i^(f, Jy) 

où f7 et ^ sont des fonctions rationnelles de f et de 1; dont les coefficients 
dépendent de z. Nous supposerons, pour fixer les idées, qu'ils en dépendent 
algébriquement. L'élimination de f et de ly entre les équations {9) et 

(10) donnera une relation: 

(11) 0(x, y, z)^0 

où <P est un polynôme entier en j; et y dont les coefficients dépendent 
de z. Considérée comme une relation entre x et y seulement, la rela- 
tion (il) définit une surface de Riemann de genre p, qui reste équi- 
valente à elle-même quand on fait varier z. 

ici- malk'mQiKa. T. Imprlin« le 31 Ftvrkr 18SC. 4 
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Dîffërentions les relations (lo) par rapport à z (c'est à dire en y 
regardant f et ly comme des constantes), il viendra: 

àx àtp dy d^ 

dz dz dz dz 

-r- est une fonction rationnelle de f et de ». Maintenant des relations 

dz ' 

(9) et (lo) on peut déduire les suivantes: 

(12) ^ = fi{x,y), v = M^'y) 

f^ et ^i étant des fonctions rationnelles de x et de y dont les coefficients 
dépendent de 3. II viendra donc 

(.3) |-B{^.!') 

B étant une fonction rationnelle de rr et de »/ dont les coefficients dé- 
pendent de z. En éliminant x entre les équations (i i) et (13) on arrivera 
à une équation de la forme (A), satisfaisant aux conditions de M. Fuchs, 
On arriverait au même résultat en éliminant f et ;j entre les trois 
relations : 

Soit par exemple: 

(14} . F(m, t!, n^ = o 

une équation dont le premier membre est un polynôme entier homogène 
du 4' degré en m, «, w. 
Faisons y 

(15) V = a,.« + ?>,!/ + Cl 

où les a, les h et les c sont des fonctions algébriques de z. Nous 
écrirons l'équation: 

i\a% + hy 4- e, a^x + ?;,?/ + <^,, a^x + i^)/ + f,) = o. 
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Nou8 appellerons A, A^^, A^, B, etc. les mineurs du déterminant: 



abc 




flj Ô, Cj . 




«j è, Cj 




Bu + B,v + B.w 




0« + C,v+C,» 




t à 2 et appelant F, B; 


ttc. les dérivées 



Il viendra: 



ou en diflférentiant par rapport à 
de B, B^, etc. par rapport à z: 

L'élimination de m, w, mj et x entre les équations {14), (15) et (16} 
donnera une équation différentielle de la forme (A) satisfaisant aux con- 
ditions de M. Fuchs. 

Passons à la seconde question qu'il nous restait à résoudre: 

Etant donnée une équation différentielle algébrique (A), de genre 
p> i, satisfaisant aux conditions de M. Fuchs et que l'on sait par con- 
séquent întégrable algébriquement, comment effectuer réellement cette 
intégration. 

On a vu, d'après ce qui précède que cette question se ramène à la 
suivante: Etant données deux surfaces de Riemann équivalentes, trouver 
la transformation birationnelle qui permet de passer de l'une à l'autre. 

Le problème ainsi posé présente la plus grande analogie avec le 
problème de la réduction des formes arithmétiques. On conviendra de 
dire qu'une équation algébrique 

F{x, y) = o 

est réduite lorsqu'on l'aura ramenée par une transformation birationnelle 
à une forme que l'on regardera comme plus simple que toutes les autres. 
Il faudrait choisir les conditions de réduction de façon: 

1" que l'on puisse toujours trouver la transformation birationnelle 
qui réduit une surface de Riemann donnée; 
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2" qu'il n'y ait en général qu'une seule surface réduite équivalente 
à une surface de Riemank donnée et qu'il n'y en ait jamais qu'un nombre 
fini. 

Alors on réduira les deux surfaces S„ et S^ que l'on veut trans- 
former l'une dans l'autre; si les deux surfaces sont équivalentes, on devra 
parvenir à la même réduite et, comme on connaîtra la façon de trans- 
former S^ en la réduite et la réduite en S^, on connaîtra aussi la trans- 
formation qui change S^ en S^. 

II est évidemment possible de trouver de pareilles conditions de 
réduction ce qui i-endrait complète l'analogie avec la théorie des formes 
arithmétiques. Mais cela n'est pas nécessaire; on peut se contenter de 
conditions de réduction telles que la surface réduite ne dépende plus 
que d'un nombre fini de paramètres. 

Par exemple, Clebsch démontre qu'une courbe de genre 2> 

F{x, y) = o 

peut toujours être ramenée au degré p 4- i (AsELSche Functionen, p. 65). 
Après cette réduction, elle dépend encore de ^ — i paramétres, 
Soient donc 

F{x, y)^o, F'{x', ij')'=o 

deux courbes de genre p qu'il s'agit de ramener l'une à l'autre par une 
transformation birationnelle. Je ramènerai la première au degré jJ + i 
par une transformation convenablement choisie; elle deviendra 

(17) F,(x„j/,) = o. 

Je pourrai trouver ensuite, par la méthode de Clebsch une infinité de 
transformations birationnelles dépendant de p — ^ i paramètres arbitraires 
«1, Oj, ..., Op^i, qui ramèneront la seconde courbe au degré p -\- i. 
Après l'application d'une de ces transformations, l'équation de cette 
courbe deviendra: 

(18) F^{Xi, y^, a,, «3,"..., ap_,) = o 

où j'ai mis en évidence les paramètres a. Si leä deux surfaces de Rie- 
MANN sont équivalentes, on pourra disposer des a de façon à identifier 
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les équations (17) et (18) et on connaîtra du inénie coup la transforma- 
tion qui fait passer d'une surface à l'autre. 

On peut ainsi ramener la recherche des transformations hi rationnel les 
qui changent S^ en S^ à l'étude de l'équivalence des formes algébriques, 
c'est à dire de la transformation d'une telle forme en une autre par une 
substitution linéaire. 

Soient: 

^X^, V) = o, F^{x^, y,) = o 

deux équations qui représenteront deux surfaces de Riemanx S^ et S, 
et en même temps deux courbes algébriques C^ et ü^. Soient «(^ et m, 
les degrés de ces deux courbes qui auront le même genre p. Soitr 

(19) A,^,{x, y)-\- A,p,{x, y) + ... +.A^f^^{x, y) = o 

l'équation générale des courbes d'ordre m^ — 3 qui passent par tous les 
points doubles de C^. Soit de même; 

(20) J?,^(a;„ y,) + B,<p,{x„ y,) + ... + 5,i&,(j^,, y,) = o 

l'équation générale des courbes d'ordre »(, — 3 qui passent par tous les 
points doubles de C\. Soient: 

B{A„ A,, ..., A,)^o 

les deux relations algébriques et homogènes par rapport aux A et aux 
B qui expriment, la première que la courbe (19) est tangente à C^, la 
seconde que la courbe (20} est tangente à C\. Si d'autre part a; et y 
sont les coordonnées du point de contact des deux courbes (19) et C'^, 
si Xj et i/j sont les coordonnées du point de contact de {20) et de C'j, 
on aura: 



B {A„ A,, . 


■ ■ , A,), 


y =«{A„ A„ . 


■■•A) 


R,(B„ B„ . 


■ ■,B,), 


y, = Riß,, D„ . 


.-,»,), 



les fonctions B, B', Ri et B[ étant rationnelles. 

Si les deux surfaces de Riemann S^ et S^ ont mêmes modules, les 
deux formes algébriques d et 8^ seront algébriquement équivalentes, 
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c'est à dire qu'on pourra passer de l'une à l'autre par une substitution 
linéaire, ou en posant: 

les «tt étant des coefficients constants. 

La transformation biratîonnelle qui change S^ un S^ sera alors 
facile à trouver. Oif aura en effet: 

(21) 

avec, les conditions: 

{22) F,{x„ ^m) = o, TB,<P,{x„ î/,) — o, TBAi^i, y,)^o 



l'on a 



pose: 



_ d^i dF, d^i dF, 
dx^ dy^ dy^ dx. 



On pourra toujours trouver p fonctions rationnelles de a;, et de t/^: 

pi{^v ifi)> PÅ^v Vx)' ■■■' ppi^i^ y.) 

qui substituées à la place de B^, B^, . . . , Bj, satisfont aux relations (22). 
On remplacera alors Bi par /»,(;t|, y,) dans les équations (21) et on ob- 
tiendra ainsi la transformation birationnelle qui change S^ en 5,. 

Les invariants qui restent arbitraires dans la forme algébrique d 
sont au nombre de 3^ — 3 et ils doivent être regardés comme les modules 
de la surface de Kiemann S^. ' 

\\ est une circonstance sur laquelle je désirerais maintenant attirer 
l'attention et qui facilite singulièrement soit la recherche dos conditions 
d'équivalence des deux formes B et Ö, et de la substitution linéaire qui 
les transforme l'une dans l'autre. 

Parmi les courbes (19), il y en a 2''~^(2'' — i) = P qui sont ^ — i 
fois tangentes à C^; noijs les appeleröns ks courbes Äj,; de même il y 
aura, parmi les courbes (20), P courbes h^ qui seront p — i fois tan- 
gentes à (7,. La substitution linéaire: 

qui change B en Ö, devra transformer les T courbes h^ dans' les P 
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courbes A,. Il pourrait y avoir dans le problème général, une assez 
grande indétermina'tion; car on pourrait se demander quelle est celle des 
T courbes k^ qui se transformera dans ,une courbe k^ donnée. Il y aurait 
VP combinaisons logiquement possibles, ce qui obligerait à faire un nombre 
très considérable d'essais inutiles. 

D'autres considérations viendraient, il est vrai, réduire le nombre 
des combinaisons logiquement possibles; telle serait par exemple, pour 
j)=3, la distribution des 28 tangentes doubles en 64 systèmes de 4. 
Mais ce nombre n'en resterait pas moins très grand. 

Fort heureusement, dans le problème particulier qui nous occupe, 
cette indétermination n'existe pas. Quelle est celle des courbes k^ qui 
se transforme dans une courbe donnée k^'i La réponse est simple: c'est 
la courbe k^ à laquelle se réduit la courbe donnée A, quand z^ se réduit à ü,,. 

On arrive même ainsi, presque immédiatement, à déterminer un grand 
nombre d'intégrales particulières de l'équation (A). 

En efPet, soit l'équation 

(A) T{i,,,J,i)-a 

pour z='Z^, elle représente une courbe C^, qui est tangente en P[p — i) 
points aux courbes A,. Considérons y, y' et z^ comme les coordonnées 
d'un point dans l'espace: lorsqu'on fera varier ^^, les P(p — 1} pointe 
de contact (y, y') de C'^ avec les P courbes .k^, décriront dans l'espace 
P{p — i) courbes qui seront des intégrales particulières de l'équation (A). 

Il n'y a donc aucune difficulté à craindre dans les calculs algébriques 
qui conduisent à l'intégratio» de l'équation (A). 

Remarquons en passant que la considération des P courbés k^ nous 
conduit à une seconde démonstration de ce théorème qu'une surface de 
RiEMASN ne peut jamais être transformée en elle-même par une infinité 
de transformations birationnelles. 

J'arrive à la conclusion définitive de ce travail. Les équations du 
i" ordre qui satisfont aux conditions de M. Fucus ne constituent pas des 
classes réellement nouvelles d'équations différentielles. 

Dans le cas de f» = o, elles se ramènent aux éq^uations linéaires. 

Dans le cas de p = i, elles s'intègrent par une simple quadrature. 

Enfin dans le cas de p > i, elles s'intègrent par des procédés pure- 
ment algébriques. 
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Nous devons donc renoncer à l'espoir de rencontrer parmi elles dee 
classes essentiellement nouvelles d'équations intégrablès par les transcen- 
dantes fuchsiennes. Tout au plus pourrions-nous supposer qu'il en existe 
de pareilles, parmi les équations d'ordre supérieur; mais on ne pourra 
s'en assurer que par une discussion spéciale, analogue à celle qui précède. 

Le beau résultat de M. Fuchs en perd-il pour cela son intérêt? Je 
ne le crois pas. Il nous fournit en effet une classe très- nombreuse d'équa- 
tions différentielles intégrables algébriquement. Les conditions de M. 
Fuchs sont très simples et il suffit d'un examen assez rapide pour re- 
connaître si elles sont remplies. On reconnaît du même coup l'intégrabilité 
algébrique, qui sans cette circonstance aurait pu passer inaperçue. 

De plus, on peut fonder sur ce théorème une méthode pour trouver 
les modules d'une surface de Hikmaxn; mais c'est là un point que je ne 
puis développer en ce moment 

Paris, 25 Novembre 1884. 
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SUR 'UN THÉORÈME 

CONCERNANT 

LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 

'par 

EDVAED PHBAGMEN 

1 STOCKHOLM. 

Dans son enseignement à l'université de Berlin, M. Weierstrass a 
donné une théorie des fonctions elliptiques aussi remarquable par la 
beauté que par la simplicité des méthodes, où il prend pour point de 
départ le théorème suivant: 

Toute fonction analytique y{u) possédant un théorème d'addition 
ou, en d'autres termes, telle qu'il existe une relation algébrique entre les 
valeurs de la fonction correspondant auK valeurs de l'argument u, v, 
M + w, est 

i" ou une fonction algébrique de w; ou bien 

2° si 0} désigne une constante convenablement choisie, une fonction 

algébrique de la fonction c"; ou enfin ' 

5° si û>, tu' sont deux constantes convenablement choisies, une fonc- 
tion algébrique de la fonction ' 

p{u I to, œ') = 1 + V' 1" ! '. î 1 

iß, /i' = o, 1 , 2, ... sauf la combinaison pt^ft'^ o). 

Cette théorie n'a jamais été, en son efltier, l'objet d'aucune publica- 
tion de la part de son auteur; le seul ouvrage à ma connaissance qui 

' Poar 1« théorie ào cette foaotioD, voir l'ouvrage do M. Schwabz: Formeln 
und Lehrsätze zum Oebrauche der elliptieehen Fnnctiimen (i88i — 1884), 

Åcit maihimailc: T. Imprlmt IB 18 Hsn IBBl. Q 
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puisse en donner une idée nette est celui de "M. Schwarz; mais comme 
]a démonstration que M. Weierstrass a , donnée du théorème énoncé 
plus haut ne s'y trouve pas, j'ai été réduit à mes propres ressources 
pour en chercher une; ce n'est que plus tard que la démonstration de 
M. Weierstrass m'a été communiquée par mes professeurs, M. Mittag- 
Lefflbr et M"' Kowalevski. Un caractère essentiel de cette démon- 
stration c'est qu'elle peut être généralisée de manière à embrasser le cas 
général des fonctions abéliennes. Mais si l'on renonce à cette généralisa- 
tion et que l'on se borne à démontrer le théorème ci-dessus énoncé, la 
démonstration que j'ai trouvée parait ' un peu plus simple et plus facile 
que celle de M. Weierstrass et j'ai l'honneur de la présenter aux lecteurs 
des Acta, dans l'espoir qu'elle leur oflFrira quelque intérêt. 

Nous posions que la fonction analytique jp(«) avait un théorème 
d'addition algébrique ou qu'il existait, entre p{tt), ^{v) et (f(M + v), une 
relation algébrique. Je me bornerai à supposer qu'il y a trois éléments ' 

S^{u\a), S,{v\b), S{u-\-v\a+-h) 

de la fonction ^ liés par une équation algébrique 

(i) G[§^{u\a), S^{v\b), S{u + v\a-\-b)] = o. 

On sait alors que la même équation a lieu pour tout système de trois 
éléments qu'on peut obtenir en continuant le système des éléments 
^, , §j, $ le long d'un chemin quelconque. Mais de là on ne peut pas 
conclure immédiatement que l'on ait 

Q[f{u), }r(y), ç^{u + v)]^o 

pour .trois valeurs quelconques de la fonction correspondant aux valeurs 
de l'argument w, v, u -\- v. En effet, si l'on change l'élément §,(« | a) 
en Sj{M|fl) en le continuant le long d'un chemin fermé et qu'on laisse 
inaltéré l'élément Sj{v \ b), ê{u -\- v\a + b) se changera en général en un 



' S{u I a) = une Bério i)rftcédant suivant len puisHanocs enti&rea et [Misitives de 
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nouvel élément $'{u -\- v\a + b), de sorte que l'on ne voit pas si l'élc- 
mcnt nouveau S[ [u | a) satisfait à la relation 

G[S[{u\a), Sj{v\b), S{u+ v\a-\-b)]==o 
ou non. 

Dans ce qui suit, je démontrerai en premier lieu que si l'on admet 
la relation {l'y, la fonction ç{u) a le caractère d'une fonction algébrique 
à l'intérieur de tout domaine fini. 

En disant qu'une fonction définie par un élément donné a le caractère 
d'une fonction algébrique à l'intérieur d'un domaine donné, j'entends que 
toutes les valeurs qu'on peut obtenir en continuant l'élément le long de 
chemins appartenant tout entiers au domaine donné satisfont à une équa- 
tion de la forme 

z- + f,^— + f',z-' + ... + r.=o, ■ 

où ft, /", , ..., /"„ ont le caractère d'une fonction rationnelle à l'intérieur 
du même domaine. 

Puis je montrerai que l'on a en effet 

G[jj(w), jr(y), f (m + v)] =- o, 

où y{u) désigne une valeur quelconque de la fonction ^ correspondant 
à l'argument M et ainsi de suite pour jf(v) et (r(tt + v). 

Dès lors, je sais que y{u) ne peut avoir en chaque point qu'un nombra 
fini de valeurs, et, m'appuyant sur ce fait, je démontre aisément que f>{u) 
est ou une fonction algébrique ou une fonction périodique, et il n'y a 
plus de difficulté à achever la démonstration. 

Supposons donc que la relation 

ait lieu entre trois éléments $^, §,, S de la fonction jr. 

Si nous considérons un de ces éléments, par exemple §^{u\a), nous 
voyons qu'on peut trouver une quantité positive r, telle, que pour le 
domaine 

I « — « I < »"i 

la fonction définie par cet élément ait le caractère d'une fonction algé- 
brique. C'est ce qui du moins a lieu si l'on choisit r, plus petit que le 
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rayon de convergence de la série §,(«|o). Pour lès autres éléments 
$j{v I h), ê{u -\- V \ a -]-> h) , l'analogue a lieu.- 

De plus, on voit que les limites supérieures des quantités r, , r, , r 
sont finies ou infinies en même temps. Car si l'une de ces limites 
supérieures est infinie, c'est que f(u) a le caractère d'une fonction algé- 
brique pour tout domaine fini, et alors il faut que les autres soient aussi 
infinies. Or, on voit aisément qu'elles ne peuvent être finies toutes les 
trois. Car, si c'était le cas, admettons que p^, p,, p soient leurs valeurs; 
il faut qu'on ait l'une des deux inégalités suivantes 

Pi<P + Pu o" P3<P + Pi- 
Soit Pi < p -^ Pi- Si l'on pose alors 



v — h = ~ 



et par consequent 



P+Pt 



« + tï — a — b = — ~ — {« — a). 



et que l'on suppose 

on a ■ 

i''-*i<^-ft<ft. 

Iw + tJ l\< ; .p < p, 

P + Pt 

et, par conséquent, les fonctions de w définies après cette substitution par 
les éléments ^, et $ ont le caractère d'une fonction algébrique pour tout 
domaine 

[m — o| <B, 

où jR est une quantité positive plus petite qiie p'^- p^. Si l'on désigne 
ces fonctions par y, z et la fonction définie par l'élément S^{u\a) par x, 
on a la relation ' 

G{x, y, ^) = o. 
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Si entre cettç équation et les équations 

y + fif +••• + if„ = o, 
y + tl)^t-^ + ... + ^,=-0, 

qui définisEcnt y zt z comme des fonctions à caractère algébrique à l'in- 
térieur du domaine \u — d | < iî, on élimine y et z, on obtient une 
équation 

x' + f,x'-' + ... + /-. = o, 

où /i, ...,/". ont le caractère d'une fonction rationnelle dans le domaine 
I » — o I < ü. 

Uonc X a le caractère d'une fonction algébrique à l'intérieur de ce 
même domaine | u — a\<R, où R est une quantité, positive quelconque 
plus petite que p -^^ p^, ce qui eat contraire à la supposition />, <p+Py 

On voit que le même raisonnement s'applique au cas où /), <p +/),. 

Donc la fonction jp(tt) a le caractère d'une fonction algébrique dans 
tout domaine fini. 

Prouvons maintenant que l'on a toujours entre trois valeurs de la 
fonction ^ correspondant aux valeurs de l'argument u, v,u-^ v la relation 

Noua le démontrerons en faisant voir que chaque valeur jr„, que la 
fonction ^{u) peut prendre dans le point u, ou dont f{u) s'approche in- 
deßniment lorsque v s'approche indéfiniment de a sur un certain chemin, 
satisfait à l'équation 

■ ö[?'-) ^Å^ I *). ß{a -\- v\a~{- b)] = o. 

En efifet, on arrive à la valeur jp^ en continuant l'élément S^(u\a) 
le long d'un certain chemin fermé. On peut toujours choisir un domaine 
continu, fini et simplement connexe qui contienne ce chemin tout entier. 
On peut encore déterminer un second domaine continu et fini tel, que la 
limite' inférieure des distances d'un point à l'intérieur du premier domaine 
et d'un point à l'extérieur du second soit plus grande qu'une quantité 
d>\b\. 
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Iiiiaginons-noiiä pour un instant un troÎBièmc domaino assez grand 
pour contenir à eon intérieur non seulement^c dernier des deux domaines 
que nooB venons de fixer, y compris la limite, mais aussi le chemin îc 
long duquel il faut continuer l'élément 3,(m|o) pour arriver à l'élément 
§{u -\- v\a-\- h). A l'intérieur de ce domaine, la foffCtton définie par l'élé- 
ment §",(» I a) — ou, ce qui donne la même fonction, par ?{« -\- v\a-\- b) 
■ — a le caractère d'une fonction algébrique, et par conséquent elle ne 
peut avoir qu'un nombre fini de points singuliers à l'intérieur du plus 
grand de nos deux premiers domaines. Nous pouvons donc choisir deux 
points a', b' dans l'entourage de a et de b, de manière à satisfaire aux 
conditions suivantes. En premier lieu, il faut que l'on ait |2t'|<(f, de 
sorte qu'à chaque point a à l'intérieur du plus petit de nos deux do- 
maiii'es-. corresponde un point a ■{- b' k l'intérieur du plus grand. De plus, 
le point a' doit être choisi à l'intérieur du petit domaine et d'une telle 
manière, que les points a', a' + 6' ne se confondent avec aucun des points 
en nombre fini du grand domaine qui constituent des points singuliers 
pour la fonction considérée tout à Theure. Enfin, si a est un point 
singulier de\,cettc fonction situé à l'intérieur du petit domaine, a -f ^' 
doit être un point régulier de la même fonction. 

Sans changer la valeur- finale fr„, nous pouvons maintenant remplacer 
le chemin fermé a ... a par la suite des chemins réguliers suivant«: 
1° un chemin aa', 2° un nombre de lacets^ joignant le point a' à des 
points singuliers situés à l'intérieur du moindre domaine, et 3° le chemin 
a'a. On peut même choisir ces lacets de manière que les lacets corres- 
pondants que décrit le point u •\- b' soient composés de chemins réguliers 
et de cercles qui ne contiennent aucun point singulier. Donc, si l'on 
continue le système des éléments S,(«|a), ^,(y|i), ${u -^ v\a ■\- b) en 
faisant varier 1° h de a à o' et v de 6 à b', 2° « de o' à a' le long des 
lacets, et 3° m de a' à a et w de b' à b, en partant de l'élément ^,(«|a) 
on s'approche indéfiniment de la valeur ç^, tandis que les éléments 
§j[v I b) et S{u •\- v\a •^ b) reviennent 



' Par UD lacet joignant le point a' à un point singulier a, qoub entcnijpns nn 
chemin régulier composé d'un ohemin partant de a' et aboutissant dans l'entourage do a, 
å un petit cercle autour de a et du premier chemin parcouru en e<ods contraire (Voir 
par ex. BatOT et Bouquet, Théorie dee fonctions elliptiques). 
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Mois il est démontré dès lora que chaque élément régulier ou singulier 
{p(u I a) de la fonction p{u) ^ans l'entourage du point a aatis&it nécessaire; 
ment à l'équation 

Ö[jp(M|ß), S^iv\b), &(« + v|a + i)] = o. 

Comme l'analogue a lieu pour les éléments S, et S et que d'ailleurs 
tes points a, b sont tout à fait arbitraires, notre assertion se trouve entièrcT 
ment justifiée. 

De ce que la relation 

*> 

<?[f(«). ¥^{v)' f{« + v)] = o 

n toujours lieu, il s'ensuit que la fonction ç{u) ne peut avoir en chaque 
point qu'un nombre fini de valeurs 

fi(«)- P»(«). ■••, r-(«)- ■ 
Donc, si l'on forme les expressions 



+ ■■•+. 



(y>.ii-a)'^ ••• ^(p„tt -Cl)" 



+ 7 



on voit immédiatement qu'elles représentent des fonctions qui ont le 
caractère d'une fonction rationnelle à l'intérieur de tout domaine fini. 
Si elles sont toutes des fonctions rationnelles, je (m) est une fonction algé- 
brique. Dans le ca^ contraire, supposons que pour la fonction 



(p,,. - 
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le point u= oo est un point singulier essentiel. On sait alors que, pour 
des valeurs de l'argument plus grandes en valeur absolue qu'une quantité 
donnée quelconque, cette fonction peut prendre des valeurs plus grandes en 
valeur absolue qu'une autre quantité donnée quelconque, et, par conséquent, 
pour des valeurs de m plus grandes en valeur absolue qu'une quantité 
arbitrairement donnée, ^{u) peut prendre des valeurs telles, que la valeur 
absolue de [js(«) — o] soit plus petite que toute quantité donnée. Maïs 
cela étant, on démontre à l'aide d'un raisonnement employé par M. Weier- 
strass dans son cours et que je reproduis ici succinctement, que ^{tt) 
est néees-sai rement périodique. 

En effet, on voit en premier lieu que, dans le voisinage d'un point 
donné quelconque, il y a toujours une valeur que ç'{u) reprend au moins 
un nombre donné de fois. Car supposons que dans le voisinage d'un 
point a il y ait une valeur b que jr(«) reprend un nombi'e m de fois 
aux points w, , ..., «„. Alors ^(u) peut prendre chaque valeur dans 
un certain entourage de b pour des valeurs de l'argument dans le voisi- 
nage des pointa «, , ..., u„. Mais ^{w) pouvant prendre une valeur 
aussi peu différente de b qu'on le désire dans un point du voisinage 
de M = oo, on voit qu'on peut" trouver dans chaque entourage de b une 
valeur que (e(«) reprend {m -f i) fois au moins. ■ Dans l'entourage de 
chaque valeur a, on peut donc trouver une autre valeur b que f («) 
reprend au moins un nombre donné de fois. 

Donc, ei l'équation 

G[f{u), p{v), p(u + v)] =,o 

est du degré m par rapport à (p(m -f v) et que l'on choisisse (m + i) 
points Vi, ..., «„+1, dans lesquels (p{w} reprend la même valeur a, l'équa- 
tion en z 



pour 1 



G[p(«), a, ^] = o 
î^i(« + *'i), -•-, Fi{« + ^«+i) 

(?«(« + V,), ..., f,(M + «„ + ,)■ 
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Par conséquent, le nombre des racines différentes ne pouvant dépasser 
m, on aura pour chaque valeur donnée de u une égalité de la forme 

ce qui, le nombre de ces combinaisons étant fini, ne peut être que si une 
au moins de ces égalités est une identité. Mais d'unp identité 

c'est-à-dire de l'identité" d'un des éléments de f{2a> + m) à un point 
quelconque avec l'un des éléments de f{u) au même point, on conclut 
que les fonctions de m jp(2ö» + «) et ^(m) sont identiques, c'est-à-dire que 
jc(tt} a la période' 2û». 

Soit maintenant 2to une période de ^{m) telle, qu'il n'y ait pas de 
période de la forme 2/tû}, ft^ une quantité réelle plus petite que l'unité. 

Cette période existe. Soit, <3e plus e^e" . Les fonctions symétriques élé- 
mentaires de ^i(m), • - - , fm{**) 80"t ^^ fonctions analytiques uniformes de 
e, qui n'ont que deux points singuliers essentiels au plus, z = o et .;^co, 
et l'on, voit, comme ci-dessus, que si la fonction jp(m) n'est pas algébrique 
en 2, elle reprend la même valeur pour (m + i) valeurs de z et par 
conséquent pour {m +- i) valeurs de m non-équivalentes par rapport à la 
période 201. De là on conclut que p{u) a des périodes dont le rapport 
à 2(o n'est pas une quantité réelle. 

Choisissons maintenant deux périodes quelconques 20», 2 to' dont le 
rapport n'est pas une quantité réelle, et formons la fonction p{u\w, <o') 
appartenant à ces périodes: en posant 2^= ff/{u\w, «»'), on voit aisément 
que jp(tt) (ißt une fonction algébrique de e. Car de la définition de 
p{u\to, ù>') il s'ensuit immédiatement que cette fonction est une fonction 
doublement périodique, aux périodes élémentaires 20», sta', et qui n'a 
pas, à distance finie, de singularité essentielle. Par conséquent, comme 
p{u) a un infini double dans le parallélogramme des périodes, on conclut 
que, dans chaque parallélogramme élémentaire, il y a deux pointe, distincts 
on coïncidants, où cette fonction acquiert une valeur donnée quelconque. 
Et, lorsque z est situé dans l'entourage d'un point z^ quelconque, fini ou 
infini, chacune des deux valeurs correspondantes de u non-équivalentes 
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par rapport aux périodes a le caractère d'une fonction algébrique de z. 
Donc ^{u) considéré comme fonction de js a aussi le caractère d'une 
fonction algébrique dans l'entourage de tout point b^ (fini ou infini), et 
de plus cette fonction ne peut avoir qu'un nombre fini de valeurs pour 
chaque valeur de e. 

Mais de là on peut conclure que f{u) est une fonction algé- 
brique de /. 
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ÜBER DIE BEGRENZUNGEN VON CONTINUA 



EDVARD PHRAGMEN 

Id STOCRHOLII. 



Wenn man von der WBiBRSTRAse'schen Auffassung des Begriffes einer 
analytischen Function ausgeht, eo ist, wie bekannt, immer die Gesamnit- 
heit der regulären und der ausserwesentlich singul&ren Stellen einer ein- 
deutigen anatytiBchen Function ein Continuum. ' 

Dies Continuum kann aber grössere oder kleinere Theile der Ebene 
umschliessen. Einer Angabe- von Hrn. Schw^ahz zufolge, wurde das erste 
Beispiel einer analytischen Function, von deren Existenz-Bereich continuir- 
liühe Stocke der Ebene ausgeschlossen waren, von Hrn. Weierstrass im 
Jahre 1S63 gegc;ben. Heut zu tage ist nichts leichter als solche Beispiele' 
zu bilden. Die Modulfunctionen «nd ein solches; mit Hülfe der Dar- 
stellungss&tze von Hm. Prof. Mittag-Leffler kann man sich deren beliebig 
viele bilden, und die Untersuchungen von Hm. Poincarb Ober die line- 
aren Differentialgleichungen führen mit Nothwendigkeit auf solche Func- 
tioïien. 

Wenn man nun, vermöge der Darstell ungsafttze des Hrn. Prof. Mittag- 
Leffler oder in anderer Weise, sich einen analytiscVien Auedruck gebildet 
hat, der in allen Punkten der Ebene sich regular verhalt — mit Aus- 

' Unter ConiitAum verstehe ich im FolgeDclea eîae Punlctmenge wie sie Hr. 
WEiBBSTaABS, Zur Funclionenlekre, 8. 5, betrachtet und eine wa einem Sttlck bettehende 
FlAehe aennt. 

Atta malAemmllct. 1. Imprln* !• I« Man ISN. 
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nähme derjenigen welche zu einer gewissen Punkttnenge' P gehören, 
von der kein Theil ein Continuum ist, — so kann dieser Ausdruck, 
der verschiedenen Beschaffenheit der Punktmenge P zufolge, mehrere ver- 
schiedene analytische Functionen — welche dann sammtlich der oben an- 
gedeuteten Art sind — oder eine einzige Function darstellen, je nachdem 
die Ebene durch das Ausschliessen der Punktmenge P in mehrere ge- 
trennte Continua zerfallt oder nicht. 

Von Hrn. Prof." Mittag-Leffleu aufgefordert, habe ich in öfver- 
sigt af Kongl. ' Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar, 1884, 
u" I, Seite 121, bewiesen, dass; 

wenn kein Theü einer abgescMosaenen Punktmenge P zusammenhangend^ 
ist, so bildet die Gesammtlieit derjenigen Punkte der Ebene, welclie nicht zu 
P gehören, ein einziges Continuum. 

Da Prof. Mittag-Leffler gewünscht hat, dass ich diesen Satz in 
den Acta Mathematica rcproducire, will ich jetzt einen einfacheren, 
mehr direkten Beweis desselben geben oder vielmehr einen anderen, etwas 
umfassenderen Satz beweisen. 

Da die Punkte, welche tlbrig bleiben, nachdem man eine gewisse 
abgeschlossene Punktmenge ausgeschlossen hat, nothwendiger Weise ein 
oder mehrere Continua bilden, so kann der obige Satz auch in dieser 
Form ausgesprochen werden:* 

Ist die 'Punktmenge P die vollständige Begrenzung eines Continuums A 
und existiren in der Ebene Punkte die ausserhalb A liegen, so muss irgend 
ein Theü von P zusammenhängend sein. . 

FOr den Beweis dieses Satzes .kann ich. offenbar annehmen, dass der 
Punkt 00 auss&rhttlb A liegt, d. h. dass A ganz und gar im Endlichen 
liegt, denn auf diesen Fall kann man ja immer den entgegengesetzten 

' Ich will hier achoD darauf aufmerkHuiu macheD, dass cine solche PuoLtmcDge P 
iminer abgeschlossen ist, nm den Ausdruck dei Hrn. Cantur (Mathematische Annalcn, 
B. 23, S. 470) EU gebrauchen, d. h. dass die Punkte der ersten abgeleiteten Menge alle 
tu P gehören. 

* Nach Cantor, Orundtage» einer allgemeinett Mannigfaltigkàtslekre, Mathe- 
matische ADualon, 6. 2i, S. 575 (französische ObcractiUDg in Acta Mathematica, 
B. 2, S. 406), hcisst ein System von Punkten zusammenhängend, wenn mao fUr zwei 
willkürlich gegebene Punkte t und t' des Syatoms <\nd eine gegebene, beliebig klcioe Zahl 
E, stets eine eodliclie Anzahl von Funkten des Systems finden kann, der Art dsRs die 
Entfernungen ft,, l,f,, t,(,, ... M' sfimmtlicb kleiner als e sind. 
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durch eine oder, wenn man so will, mehrere Transformationen durch 
reciproke Radii Vectores zurückführen. 

. Da also angenommen wird, dase das Continuum A ganz und gar 
im Endlichen gelegen ist, so kann man ein Quadrat finden, welches Ä 
vollkommen einschlieest. Dieses Quadrat theüe ich in m\ gleiche Quadrate, 
jedes dieser Quadrate wieder in mj gleiche u. s. f., wo nt,, m,, ... ganze 
Zahlen bezeichnen. 

Für jede neue Eintheilung bilde ich mir aus allen denjenigen Quadra- 
ten, welche, im Innern oder auf der Grenze, einen zu P gehörigen Punkt 
enthalten, eine Punktmenge, welche fOc die y" Eintheilung Q, heiß-sen 
möge. Hiervon ist es eine unmittelbare Folge, dass Q^+, ein Theil von 
Q. ist. 

Betrachten wir nun eine solche Punktnienge Q,, so sehen wir leicht 
ein, dass wenn sie aus mehreren getrennten continuirlichen Stocken be- 
steht, es nothwendig ist, dass eins derselben die übrigen in der Form 
eines Ringes umschliesst. Denn die entgegengesetzte Annahme wQrde 
mit der Voraussetzung im Widerspruch stehen, dass A ein im Endlichen 
gelegenes Continuum sei. Es muss dies auch dann noch gelten, ■ wenn 
man zwei Quadrate, welche nur in einem Eckpunkte zusammenstossen, 
als gar nicht zusammenhangend betrachtet. Dieser Eckpunkt kann näm- 
lich dann nicht zu P gehören, weil in dem* Falle die zwei anderen Qua- 
drate, welche in diesem Punkte einen Eckpunkt haben, zu Q, gehören 
mOssten; wenn man also von Q, diejenigen Punkte ausschliesst, welche zu 
einer gewissen kleinen Umgebung dieses Punktes gehören, so gelten die 
obigen Schlüsse. 

Dieses, die anderen Stöcke ringförmig umschliessende Stück, oder . 
wenn nur ein Stück vorhanden ist, Q, selbst, bezeichnen wir mit R,. 

Dann muss, wie leicht einzusehen ist, Ä,+, ein Theil von ^ sein. 
Denn Ä,+i ist ein Theil von Q,; wenn es also nicht ein Theil von R, 
wftre, so müsste es ein Theil von einem der anderen Continua sein, welche 
zusammen Q, ausmachen, und demnach. von R, ringförmig umschlossen 
sein, was nicht möglich ist, da R, Punkte aus der Begrenzung von A 
enthalt, also Punkte, welche zu Ç,^, gehören. Es ist demnach Ä,+, 
immer ein Theil von R^. 

Geht man mit diesen Eîntheilungen in kleinere und immer kleinere 
Quadrate genügend weit, so niuss man zu einer aolchen Eintheilung ge- 
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Ungen, bei welcher irgend ein Quadrat ganz und gar innerhalb A f&Ilt. 
Bei dieser Eintheilung und bei all den folgenden mnes also R, dieses 
Quadrat ringförmig umechlicesen. Dies folgt unmittelbar aus der An- 
nahme dasB A ganz und gar im Endlichen liegt 

Jetzt wollen wir diejenige Punktiiienge, R, betrachten, welche aus 
sAmmtlichen.den Punktmengen 

gemeinschaftlichen Punkten besteht. 

Diese Punktmenge ist ein Theil der Begrenzung von A, denn in 
jeder Umgebung eines zu ihr gehörigen Punktes finden sich Punkte, 
welche auf der Grenze von A Hegen. Sie ist ferner zusammenhängend. 
Dies sieht man durch die folgende Betrachtung ohne Schwierigkeit ein. 
Die Gesammtheit der Quadrate von R,, welche mit Ä einen Punkt gemein 
haben, möge mit R, bezeichnet werden. Man befrachte nun eins der 
Quadrate von R,. Wenn dieses Quadrat nicht zu Rl gehört, so kann 
man offenbar den Index /i so gross annehmen, dass es auch mit R^ keinen 
Punkt gemein hat. Da aber die Anzahl der Quadrate in R, endlich ist, 
kann man fi so- gross wfthlen, dass keines der Quadrate von R,, welche 
nicht zu R', gehören, mit iî^ einen gemeinschaftlichen Punkt haben, ü; 
oder die Gesammtheit der Quadrate der v"" Eintheilung der Ebene welche 
mit R einen Punkt gemein haben, ist also mit der Gesammtheit der- 
jenigen Quadrate von R^ identisch, welche mit R^ gemeinschaftliche Punkte 
besitzen. Und da R^, für hinreichend grosse Werthe des Index die Gestalt 
eines Ringes hat, welcher ein gewisses, endliches Quadrat völlig umschliesst, 
so muss dasselbe offenbar von R', gelten. Daraus kann man aber un- 
mitt-elbar echliessen, dass R eine nach der Definition des Hm. Cantok 
zusammenhangende Punktmenge ist. 

Man hat indess die charakteristischen Eigenschaften der Punktmenge 
R keineswegs erschöpft, wenn man sagt, sie sei zusammenhängend. In 
der That hat man viel mehr ausgesprochen, wenn man sagt, die Punkt- 
menge B besitze för eine gewisse Art, die Ebene in kleinere und klei- 
nere Quadrate einzutheilen, die Eigenschaft, dass die den Punktmengen 
Qi, Qi, ■■■; Q.,--- entsprechenden Punktmengen R\, Bj, ..., R'^, ... 
Continua sind, die für hinreichend grosse Werthe des Index v ein gewisses 
endliches Quadrat ringförmig umschliessen, oder, was nach dem froher 
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Entwickelten dasselbe sein rauss,' deren Begrenzungen .aus wenigstens 
zwei geschlossenen, gebrochenen Linien gebildet sind, welche ein- gewisses 
Quadrat von endlicher Grösse umschliessen. 

Erstens naralich ist es leicht zu zeigen, dass eine abgeschlossene 
Punktmenge R, welche für eine Art der Eintheilung diese Eigenschaft be- 
sitzt, sie auch für jede andere Art die Ebene in Quadrate zu zerlegen 
behalten muss. Es seien nämlich 

^1) Qt> ■■•. Q.> ■■■> 

. Q'„ Q-,, .... «,..., 

die, zwei besonderen Eintheilungen entsprechenden Punktmengen, welche 
aus allen denjenigen Quadraten bestehen, die mit R einen Punkt gemein 
haben. Dann kann man /t so gross wählen, dass Ql alle diejenigen Qua- 
drate aus der v**" Eintheilung der zweiten Art enthält, welche mit Q^ 
gemeinschaftliche Punkte besitzen. Daraus sieht man leicht, dass wenn 
R die fragliche Eigenschaft fQr die erste Art der Eintheilung besitzt, 
dieselbe auch fQr die zweite Art bestehen mues. 

Zweitens aber kann man, wie leicht zu übersehen is^ den bewieeeoeD 
Satz in der folgenden Weise umkehren. 

Wenn man aus der Ebene eine im Endlichen geleg^ie, abgeschlossene 
Punktmenge P ausschliesst, welche die folgende Eigenschaft hat: fQr eine 
gewisse Art die Ebene in kleinere und kleinere Quadrate zu zerlegen, sind 
die Punktmengen Ç, , Q,, . . . , Q,, ... , welche aus denjenigen Quadraten 
bestehen, die mit P gemeinschaftliche Punkte haben, sämintlich Continua, 
welche, sobald v einen gewissen Werth übersteigt, von wenigstens zwei 
geschlossenen, gebrochenen Linien, die ein gegebenes, endliches Quadrat 
umschliessen, begrenzt sind, so bilden die flbrigen Punkte der Ebene 
mehrere getrennte Continua, von denen eins im Endlichen gelegen ist. 

Die oben angegebene Methode l&sst sich unmittelbar anwenden, um 
die entsprechenden Satze in einem Raum von « Dimensionen zu beweisen. 

Der Kürze halber wollen wir folgende Benennungen einführen. 

Unter dem Ausdrucke ein gebrochener [n — j)-dimensionaler Raum 
in einem ebenen Räume von n oder mehr Dimensionen verstehen wir die 

' D& zwei QiMdr&t«, welche nur in oinäm Eckpunkt EusammeDtreffeD, als gar nicht 
■usa mine DStossend betraoht«t Werden kOnneD. 
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Gesammtheit einer endlichen Anzahl ebener (n — i)-dimenBionaler RAume, 

die durch gebrochene {» — 2)-diinensionale Räume begrenzt sind. 

Einen solchen Raum nennen wir geschlossen, wenn jeder der ebenen 
{» — i)-dimen8ionalen Räume, aus denen er gebildet ist, jeden der be- 
grenzenden (n — 2)-dimen8ionalen ebenen RÄume mit einem anderen der 
(n — i)-dimen8ionalen RAume gemein hat. 

Dies vorauageschickt, können wir den folgenden Satz aussprechen: 

Wenn in einem Räume von n Dimensionen A ein im Endlichen 
gelegenes Continunra ist, so kann man aus der Begrenzung desselben 
einen Theil P ausscheiden, welcher nicht nur zusammenhangend ist, son- 
dern vielmehr die folgende Eigenschaft besitzt: 

Wenn man einen »Würfel von n Dimensionen», der hinreichend gross 
ist, um das Continuum Ä vollständig zu enthalten, in m' gleiche »Würfel» 
çintheilt, jeden dieser »Würfel» wieder in ml gleiche u. s. f. und für jede 
Eintheilung eine Punktmenge {Q^, Qj, ■ . ■) aus allen denjenigen »Wtlrfeln» 
bildet, welche mit P einen Punkt gemein haben, so ist jede solche Punkt- 
menge ein Continuum von n Dimensionen, und, wenn man eine gewisse 
endliche Anzahl ausnimmt, wird jede der übrigen von wenigstens zwei 
gescUesaenen, gebrochenen (« — i)-dimensionalen R&umen begrenzt, welche 
einen gewissen »Würfel» endlicher Grösse umschliessen. 

Auch dieser Satz lasst eine Umkehrung zu. 
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ÜBE.R SYSTEME VON PLANCURVEN 



H. KREY 

to FBBIBVnO l/B. 

Die vor nunmehr elf Jahren erschienene Abhandlung des Herrn Zeü- 
THEs: * Älmindelige Egenskaher ved Systemer af f]ane Kurver^* enthalt die 
Grundlagen für eine Behandlung der auf algebraische ebene Curven be- 
züglichen anza hl geometrischen Fragen. Es handelt sich bei Aufgaben 
dieser Art um die Bestimmung der Anzahl von Curven gegebener De- 
finition, welche so viel Bedingungen genügen, wie ihre Constantcnzahl 
beträgt-, und das zur Lösung anzuwendende Verfahren besteht immer in 
der Einfahrung von Systemen, deren allgemeine Curve eine um i grössere 
Constantenzahl besitzt, und welche die gesuchten als besondere Curven 
enthalten. Zugleich werden in einem solchen System noch andere beson- 
dere Curven (Ausartungen) vorkommen, und von der Möglichkeit, hin- 
reichend viele Relationen »wischen den Anzahlen derselben zu ermitteln, 
hangt die Lösbarkeit der gestellten Aufgabe ab. Es hat sich gezeigt, dass, 
selbst bei der Beschränkung auf sogenannte elementare Systeme, schon 
fOr n = 3 und » = 4 die Auffindung aller Ausartungen, und noch mehr 
die Aufstellung der zwischen ihren Anzahlen bestehenden Relationen mit 
bedeutenden Schwierigkeiten verbunden ist. Der Grund liiervon liegt in 
dem Auftreten von Curven mit mehrfach zahlenden Zweigen (»Mangefolds- 
grene»), welche den elementaren Berührungsbedingungen genügen, wenn 
die Zahl der letzteren eine gewisse Grenze übersteigt. 

Wohl aber ergeben sich allgemeine, d. h. für Curven jeder Ordnung, 
oder doch für hinreichend grosse n geltende Resultate aus den Formeln 

' KopeohageD, HOst. UrBprUoglich ira lo"" Bande der Videnskaberoes Selskabs 
Skrifter publicirt. 

Ana wnlArmnrira. 1. Imprlm« le ID Pèvrlfi IKSI. T 
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(les § 24 der «rwahiiten Zk cru en 'schen Abhandlung, von deren Inhalt ich 
die beiden ersten Abschnitte hier aU bekannt voraussetze. Das Beatehen 
dieser Gleichungen ist an die Bedingung geknüpft, dass die Curven a' mit 
einer neuen Doppeltangente die einzigen mit einem mehrfach zahlenden 
Punctorte behafteten Ausartungen des Systems sind. Setzt man noch, 
was im Folgenden geschehen soll, a' = o, dann lässt sich die Goltigkeits- 
bedingung einfach dahin aussprechen, dass im System keinerlei besondere 
Curven der genannten Art vorkommen. 

Diese Voraussetzung ist es, welche den nachfolgenden Entwicklungen 
zu Grunde liegt. In dem ersten Theilc derselben habe ich mir haupt- 
sachlich die Aufgabe gestellt, nachzuweisen, daSs alle hier in Betracht 
kommenden Zahlen bestimmbar sind. Der zweite Theil enthalt die Aus- 
dehnung einiger der erhaltenen Resultate auf Plancurven in nicht fester 
Kbene. 



A. Flancurren in fester Ebene. 



Übergang von niederen su höheren Systemen. 

1. Sobald fftr ein System die Zahlen ft, b, c bekannt sind, findet 
sich die zweite Characteristik aus der Gleichung 

//= 2{n— i)/i— 2/;— 3c. 
Sagen nun die 

elementaren Bedingungen aus, dass die Curven durch * gegebene Puncte 
gehen, und t gegebene Geraden berühren sollen, dann ist ft' die erste 
Characteristik für ein zweites System, in welchem s,t durch s — 1,^+ i 
ersetzt sind; immer vorausgesetzt, dass f eine gewisse Grenze nicht über- 
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schreitet. Es liegt daher keine wesentliche Beschränkung in der Annahme, 
welche im Folgenden der Einfachheit wegen gemacht werden soll, dass 
ßich die elementaren Bedingungen sammtlich auf gegebene Puncte beziehen. 

Ein solches System soll kurz {d, e) genannt, und die Zahl /i desselben 
gelegentlich mit \d, e] bezeichnet werden, auch dann, wenn ein ïheil der 
singulären Puncte den weiteren Bedingungen zu genügen hat, bzw. in 
gegebenen Geraden, oder an gegebenen Stellen zu liegen, oder wenn ge- 
fordert wird, dass zwei der rf + e Puncte in einer Geraden liegen sollen, 
die entweder gegeben ist, oder sich um einen gegebenen Punct dreht. 

Ohne Rctcksicht darauf, ob die singulären Puncte sammtlich frei sind 
oder nicht, n>Öge von zwei Systemen {d^, e,), (rf, e) ersteres das einfachere 
oder niedere heissen, wenn entweder rfj + e, < d + ß» oder wenn zwar 
di -|- e, = rf + e, aber e, < e ist. Als nächst höheres System zu (rf, e) 
kann man sowohl ((i+ i, e) als (rf-^i, e+ i), als nächst niedere« 
[d — I, e) und (rf + i» ß — ansehen. 

2. Es soll nun untersucht werden, wie weit die Zeuth en 'sehen 
Gleichungen ausreichen, die in ihnen vorkommenden, auf das System {d, e) 
bezüglichen Zahlen unter der Voraussetzung zu bestimmen, dass für die 
meä&ren. ^steme bereits alle Zählen bekannt sind. 

Aus jenen Formeln lassen sich zunächst die folgenden drei herleiten: 

(i) a = [3{n — i}' — 7d — i2e]/i — {yn — 12e — 18)6 

— 6(2n — 2d — 3e — i)c — 24fg — i2y — \%z 
+ 4(2rf)+ 15(3^)— i8{rf2(-'); 

(2) ß= 2d/i+(2H— 3e— 6)i — 3dc+ 3^— 2 (2d) — 6(3(0 + 4(''2c); 

(3) T =" !■«<" — 2eb + {^n — 2d — 6e — ^\ c -i- \2f„ ■\- 2y ■\- bz 



Die zweite crgiebt sich aus (15), (10) und (7); die erste dadurch, 
dass man den Werth von a aus (3') entnimmt, dann b' und c' mit Hülfe 
von (12) und (9) durch u, v, p, q ausdrückt, endhch die Gleichungen 
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(4), {14), (il)» {'*^) ""d den bereits erhaltenen Werth von ß benutzt; 
die dritte findet man aus (5) in Verbindung mit (11) und {14). 

Bei ungleicher Definition der Doppelpuncte oder Spitzen darf man 
selbstverständlich die Formeln (2), (3) nickt für die TheUzahlen in Anspruch 
nehmen, deren Unterscheidung dann erforderlich wird; z. B. wenn ein 
Doppelpunct in einer Geraden liegt, und es sich um das auf ihn bezQg- 
liche Theil-;3 handelt; oder wenn eine der Spitzen gegeben ist, und gesucht 
wird, wie oft eine der e — i freien Spitzen in einen Selbstberührungs- 
punct Obergeht. Einen Ausdruck für solche Theilzahlen erhalt man 
ebenfalls aus den zur Herleitung von (2), (3) dienenden Gleichungen, nur 
hat man die Bedeutung der in letzteren vorkommenden Zahlen auf die 
betreffenden irreductiblen Theil-Örter einzuschränken. 

Die Zahlen a, , a, , ^, ;-, , y'^, welche überhaupt nur dann von Null 
verischieden sind, wenn d eine gewisse von « abhängige Grenze fibersteigt, 
können, bei dem Fortschreiten von niederen zu höheren Systemen, als 
bekannt angesehen werden. So z. B. bestehen die y'^ Curven aus einer 
C^-i mit einem SelbstberOhrungspunct, d — » + 5 Doppelpuncten und 
e — 4 Spitzen, und aus der Tangente des SelbstberOhrungspunetes (1. c. 
pag. 16). Die Restcurve hat stets weniger als rf + c singulare Puncte. 

Sieht man von diesen als bekannt zu betrachtenden Zahlen ab, dann 
lassen sich alle übrigen ausdrücken durch die folgenden neun, zwischen 
welchen keine Relationen mehr bestehen: 

IX, b, c, !i, z, (2,1), (3,i), (2,fe), {fhe). 

Dies folgt aus den Gleichungen (3) — (14) für /x', a, ß, y, b', c', u, v, 
P, q, X, (de), (2e); ferner berechnet man «', v', p', q' aus {4'), (5'}, (9'), 
(12'), dann y', z', {2d'e'), {d'2e') aus (7'), (8'), {ir),'{i4'), u. s. w. 
Von den genannten neun Zahlen können 

ß, (') c, !/, -^y {'2d) 

als bekannt gelten. Es ist ju das durch d dividirte « des Systems {d — i, e) 
oder auch das durch e dividirte ß des Systems {d -\- 1 , e — 1); Ä ist das 
durch d — i dividirte a eines Systems {d — i, e), von dessen Doppel- 
puncten einer in einer gegebenen Geraden liegt; c ist das durch d divi- 
dirte a eines Systems {d — 1 , e) von dessen Spitzen eine in einer gegebenen 
Geraden liegt, oder das auf den bevorzugten Doppelpunct des vorerwähnten 
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Systems bezügliche ß. Ferner sind y, z Zahlen a je eines Systems (rf — r, e), 
oder Theil-^ von (rf + i , e — i), wenn nur in beiden Fällen eine Systems- 
bedingung aussogt, dass die Verbinduiigsgerade zweier singulärcn Puncte 
durch einen gegebenen Punct gelle. Auch x darf als bekannt gelten, da 
es, wenn nicht als Zahl a, so doeh auf andere Art bestimmbar ist, wie 
am Schlüsse dieses Paragraphen gezeigt werden soll; (2*/) endlich ist das 
j- des einfachüreu Systems (rf — 2, e+ 0- 

3. Dagegen ist nicht ohne Weiteres ersichtlich, dass auch 

(Jrf), (2A), (.J2e) 

auf Zahlen niederer Systeme zuröckfQhrbar sind. Die Curven, um welche 
Cd sich hier handelt, sind solcjje mit einem dreifachen Puncte, der mit 



bezeichnet werden soll, je nachdem seine Tangenten getrennt liegen, oder 
zwei derselben, oder alle drei zusammenfallen; und die fraglichen Zahlen 
sind, in leicht verständlicher Bezeichnung: 

[A, ä — 3, e], [A"', d — 2, e — 1], [A^', d — 1 , e — 2]. 

Um den Nachweis ihrer Bestimmbarkeit zu führen, wird es nothwendjg 
sein, einige Zahlenrelationen für solche Systeme aufzustellen, deren all- 
gemeine Curve, ausser Doppelpuncten und Spitzen, entweder einen Punct 
A oder A"' besitzt. 

In beiden Fällen sei li die Ordnung dos von den dreifachen Puncten 
gebildeten Ortes, während sich V, Ç, tj auf die von A oder A'*' aus- 
gehenden, anderswo berührenden Tangenten, bzw. die Verbind ungsgeraden 
mit einem Doppelpuncte oder einer Spitze beziehen. Itn ersten Falle sei 
T der Grad des Tangentenorf es von A; im zweiten ist zu unterscheiden 
zwischen 2",^ und Tj, dem Orte der beiden zusammenfallenden und der 
dritten Tangente. — Bei Systemen dieser Art können wohl die Doppel- 
puncte und Spitzen sich zu dreien vereinigen, aber es können nicht glekh- 
zeitig zwei derselben mit A oder A'^' susammenfaUen. 

Die einzige Ausartung [2t) von A ist ein dreifacher Punct mit zwei 
zusammenfallenden Tangenten. Durch Coincidenz eines Doppelpunctes 
mit A entsteht ein dreifacher Punct {2t), von dessen Tangenten zwar nur 
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zwei zusaramenfallen, der eich aber von (2^) dadurch unterscheidet, dass 
die singulare Tangente fdnfpunctig tri£Ft; während zwei Aste einen Selbet- 
bertüirungapunct bilden, geht der dritte in beliebiger Richtung hindurch. 
Durch VereiniguDg einer Spitze mit A- entsteht ebenfalls ein dreifacher 
Punct (2^'*' mit zwei zusammenfallenden Tangenten, und zwar bilden 
die beiden einander berührenden Aste eine Spitze zweiter Art. 

In dem System, dessen allgemeine Curve bereits einen Punct A"' 
besitzt, kommen zwei Ausartungen dieses letzteren in Betracht, welche 
eine Erniedrigung der Classe um i herbeiführen. Derselbe kann nicht 
nur in einen Punct (3^) mit lauter zusammenfallenden Tangenten Ober- 
gehen, sondern auch in einen Punct {2t), und zwar vollziebt sich dieser 
Übergang in derselben Weise, wie der einer Spitze in einen Selbst- 
berûhrungspunct. Andere specielle dreïfacne Puncte entstehen durch Ver- 
einigung eines Doppelpunctes oder einer Spitze mit A"'; jedoch ist es für 
den vorliegenden Zweck nicht nothwendig, auf diese einzugehen. 

For Systeme der erstgenannten Art gelten unter anderen die folgenden 
Relationen, welche wie die entsprechend nuraerirten ZEUTiiKN'schen bewiesen 
werden: 



(3-) 




2(n — l)/i - /<■ + 68+ 2b+ 3f; 


(4.) 




n'B + ii'- 2Ï'+ y+(2()l 


(.0.) 




(» - 3)B + /. - T; 


(■3.) 




(„ _ 4)[(„ -i)B+2f,]=.U+ 2= + 3,. 


Aus ihnen 


folgt für das System 






(A, d— 2, e— 1) 


(21)- 


= 4/1 


+ (4>i— 2rf— 36— m)B— 2b— ic+ 2( + 31J 



Die rechte Seite dieser Gleichung enthalt nur Bekanntes; denn /i ist das 
(3^) des Systems {d + 1, c — i); B, b, c sind Theil-(3rf) je eines solchen 
Systems, von dessen singul&ren Puncten einer in einer gegebenen Geraden 
liegt, und Ahnliches gilt von f, 1}. Daher ist 

(3/) = [A'", d—2, e— i] 
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bekannt, und da in Folge der ÎÎErTHEN'schen Gleichung (6) 

6.{sâ) + i{2de)^6[A, rf— 3. e] + 3[A'", rf— 2, e— i] 

durch Bekanntes ausdrückbar ist, so ist ebenfalls {$d) bestimmbar. 

4. Hiernach ist auf der rechten Seite der ^-Formel (2) die einzige 
Unbekannte (die), w&hrend /9 im Allgemeinen durch Anwendung der 
a-Formel auf das System (d — 2 , e -^ i) gefunden wird. Nur wenn d = i 
ist, fehlt diese Möglichkeit. Daher bleibt noch zu aeigen, wie 

[A'% e — 2] 

aus Zahlen solcher Systeme, welche niedriger als (i, e) sind, berechnet 
werden kann. 

Die gesuchten Curven sind in den» System 

(A'% c — 2) 

enthalten, dessen allgemeine Curve ausser einem dreifachen Pimcte mit 
zwei zusammenfallenden Tatigenten nur noch e— 2 Spitzen hat, und fQr 
welches die Gleichungen gelten: 

(3") 2(«— i)/i = /i' + 7ß+ S*:; 

(5b) »'B + /i'-3Î',, + 2T^ + f-^+(ï') + 3-{30î 

(lOb) (m— 3)B + /i-2r„ + T^ 

(i3ü) („_4)[(^_3)B+ 2;i\= r+3,. 

Es könnte scheinen, als genügte es zur Bestimmung von (3/), T^, und 
Tj zu kennen, und als brauchte man nur zu berechnen, wie oft die dritte 
Tangente mit der singulären coincidirt, ohne dass gleichzeitig eine Spitze 
in A''* fallt-, dabei aber veranlasst der Umstand Schwierigkeit, dass die 
Coincidenzen einer Spitze mit A'" zweierlei Art sind, und nur zum Theil 
das Zusammenfallen aller drei Tangenten zur Folge haben. 

Um Tjj, Tj zu bestimmen, gehe man aus von dem System 

(.\. «-=). 

wo der Index p die Bedingung aosdrftckt, dat« eine Tangeirte T, von A 
dtirch einen gegebenen Punct M gehen soll. Die Aufgabe bestoht dann 
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darin, zu ermitteln, wie oft eine der weiteren Tangenten T^, T^ mit J, , 
und wie oft Tj, T, unter sich zusammenfallen, ohne dass gleichzeitig 
eine Spitze sich mit A. vereinigt. Werden zur Unterscheidung die Zahlen 
dieses Systems mit /i, , B, , Cj , ly, bezeichnet, und giebt A, die Bedingung 
an, dass ein dreifacher Punct an gegebener Stelle liegen eoll, dann ist 

(« — 4)ß, +/1, +3[A„, e—2] 

der Grad de^ von T, , 1*^ beschriebenen Linienortes, und es ist daher 
leicht, die volle Zahl jener Tangentencoincidenzen auszudrücken. — Die 
Coincidenzen einer Spitze mit A vertheilen sich auf solche {2()'p^ Curven, 
welche die singulare Tangente durch M schicken, und auf (2/)"Vp andere, 
bei welchen sich T^. T^ vereinigen; also ist 

2 ( 2ty;' + ( 2/)'"/^ - (e — 2) ß, + r, — ^^ , 

wo die erste Zahl doppelt gerechnet werden muss, weil die betreffenden 
Curven zwei MhI die Tapgentenbedingung erftillen. Nun findet man 
(2()J," direct aus dem System (A, e — 2) dessen Curven eine der Spitzen 
in der Geraden AM haben, als Coincidenzen dieser bevorzugten Spitze 
mit A; mithin ist auch (2^)'"/^ bekannt, und man braucht nur die Re- 
ductionen 

3.(20r, 3 -(20'% 

an den erwähnten Tangentencoincidenzen anzubringen, um T , T^ zu 
finden. Die Formel (lOb) kann zur Bestätigung dienen; denn sowohl /i, 
B, als ß^, B^, Tj, 7]^ sind in einfacher Weise durch diu Zahlen des 
Systems (A, e — 2) ausdrückbar. Da nun /t, B, c, tj sammtlich Zahlen 
{2dé) je eines Systems (2, e — 1) sind, so bleiben in der Gleichung (51,) 
nur noch [2t) und (3/) unbekannt; und der verlangte Beweis wird er- 
bracht sein, sobald es gelingt, (2() zu bestimmen. 

5, Diese Zahl kann andererseits aufgefasst werden als die der 
Coincidenzen des Doppelpunctes mit dem dreifachen Punete in dem System 

{A, I, e—2). 

Dasselbe enthält zwar einen Doppelpunct mehr als die vorher zur An* 
Wendung gekommenen; es lilsst sieh aber zeigen, dass mindestens dieje- 
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nigen drei seiner Zahlen bestimmt werden können, welche zur Berechnung 
von {2/) erforderlieh sind. 

Gehen wir erstens von dem einfacheren Systeme 

(A, e—2) 

aus, und legen aus einem festen Puncte M die Tangenten an die Curven 
desselben, verbinden ferner die Beröhrungspuncte X mit einem Puncte 
Jtfj durch eine Gerade, welche noch in n — i Puncten Y trifift. Eine 
Coincidenz von Y mit X tritt nicht nur ein für jeden neuen Doppelpunct, 
sondern auch, wenn X ein von M verschiedener Punct der Geraden JV/itf, 
ist, wenn der Punct A oder eine Spitze eine Tangente durch M schickt, 
ferner für jeden Übergang des Punctes A in einen Punct (2(), endlich 
für jeden aus einer Spitze entstandenen Selbstberöhrungspunct. Da nun 
der XOrt von der Ordnung /t' + ju ist, und M zun» /^-fachen Punct hat, 
so hat der F-Ort die Ordnung (n — i)(^' + /i) + n'/i, und eben so oft 
eoincidirt Y mit X. Mithin ist 

a = (w— 2V -f (n + »■ — i)^_2r—3ç — 3(2^ — 3;-, 

wo sich T und (st), wie früher, durch '/i, B, c, yj ausdrücken lassen, 
während sus 

(5.) n'c + (c — 2)ft' = ^q + v + r, 

(l!.) {«— 2)c + (e— 2)/i = 2Ç 4- (2/)'»'; 

(14.) ■ (w — 3)[(« — 2)r + 2(e — 2)/t] = V + 62 + 6yj; 

(2*)<" = {e—2)B + c~T}. 

die Darstellbarkeit von q und ;- durch /t, B, c, ij, z folgt. 

Fügt man zweitens den Systemsbedingungen ( A , e — 2) noch die 
hinzu, dass die Curven eine gegebene Gerade G berühren sollen, dann 
wird die erste Characteristik des neuen Systems 

/ij = 2(n — i)/i — 6B— y, 

und wenn Ao» l>zw. E^ die Bedingung ausdrückt, dass der betreifende 
singulare Punct gegeben sein soll, so ist 
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(X) = /i — 6[A,, e—2-] — i[E„ A, e-3] 

die Zahl der în einem gegebenen Puncte X von G berührenden Curven. 
Es bat also dor l'-Ort, der durch die n — i weiteren Schnittpuncte der 
Geraden MX erzeugt wird, die Ordnung 

(r) = /., +(«-.)(X), 

und schneidet in so viel Puncten die Gerade G. Dieses sind theils solche 
Stellen, in welchen die HerQhrungsbedingung dadurch erfüllt wird, dass . 
X ein neuer Doppelpunct ist; theiU diejenigen dreifachen Puncte und 
Spitzen, welche G zur Tangente haben; endlicli die in G liegenden Puncte 
{2t) und Selbatberührungspuncte. Um daher 

[A, D,, e—z] 

zu erhalten, braucht man nur {¥) zu vermindern um Zahlen T, g, {2t), 
Y, die sich auf die Systeme (A^, e — 2), (A, J?,, e — 3) beziehen, also 
bekannt sind. Der Index g bezeichnet hier die Bedingung, dase der 
singulare Punct in G liegen soll. 

Denkt man drittens för jede Lage einer sich um den festen Punct 
M drehenden Geraden die endlich vielen Curven construirt, welche in ihr 
einen dreifachen Punct besitzen, sie anderswo in einem Puncte X beröhren, 
und e — 2 Spitzen haben, so wird ein System erzeugt, dessen erste Cba- 
racteristik /i, gleich dem U des Systems (A, e — 2), also bekannt ist. 
Den Grad (X) des X-Ortes findet man am leichtesten aus der Zahl 

2{tt-4){[A,. e^2]:^3[A., e-2])-3[A,, E„ e-3] 

der bei gegebener Lage der Geraden JlfA vorhandenen berührenden 
Curven, und aus der Vielfachheit in M, welche letztere d.urch eine 
Strahlencorrespondenz ennittelt wird. Man definire wieder einen Ort der 
Ordnung 

{r)=,,, + («-i)(X) 

als den der « — i weiteren Schnittpuncte einer Geraden M^X. Die 
Coineidenzen von Y mit X treten ein, wenn i) X ein auf der beweglichen 
Geraden MA liegender neuer Doppelpunct ist; 2) die Gerade in die Lage 
Jl/Jlf, kommt; 3) die bewegliche Gerade Spitzentangente wird; 4) auf ihr 
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ein Selbstbertthrungspunct liegt; 5) X mit A zusammenfallt. Die Zahlen 
unter 3) und 4) sind Theil-g', resp. Theil-;- des Systema (A, e — 2) mit 
der Nebenbedingung, eine Spitze in der Geruden IfA zu haben; die unter 
2) und 5) lassen sich ebenfalls durch Bekanntes ausdrucken; man findet 
daher auf diese Weise das f des Systems (A, i, e — i). — Ein analoges 
Verfahren kann übrigens zur Bestimmung der Zahl x des Systems {d, e) 
dienen. 

Ersetzt man noch in dem System, in Bezug auf welches die «-Formel 
hergeleitet wurde, die Bedingung A durcli Aj, dann giebt der Ausdruck 
a das B des Systems {A, i , e — 2) an. Das Bekanntsein der drei Zahlen 
B, b, Ç dieses letzteren genügt zur Bestimmung von {2t). 

Hiermit ist die Möglichkeit der Berechnung von (3^) aus der Formel 
(Sb) dargethan. 



Beispiele, 



Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, dass man durch Anwendung 
der Gleichungen (i), (2) auf ein bekannte* Sj'stem . Zahlen eines nächst 
höheren Systems erhalt. Die anfänglich gemachte Voraussetzung, nach 
welcher solche Systeme auszuschliessen sind, in welchen Curven mit Doppel- 
zweigen vorkommen, ist immer dann und nur dann erfüllt, wenn 

mindestens 



feste Puncte gegeben sind, durch welche die Curven gehen sollen (vgl 
1. c. § 34). Als notliwendige Bedingung hat man daher zunächst, wenn 
die aingulären Puncte sammtlich frei sind 

rf + 2e < 2» — I, 

und nUgemeiner, wenn von den d Doppelpuncten dg in gegebenen Geraden 
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liegen, und d, gegeben sind, ferner e,, e^ för die etwa vorhandenen nicht 
freien Spitzen entsprechende Bedeutung haben: 

d ■{- 2e + dg -\- Cg + d^ + e^ < 2n — \ . 

Eine weitere Einschränkung ist erforderlich, wenn man auch solche 
Systeme uuesehliessen will, welche zwar irreductibel sind, aber zerfallende 
Ciuven enthalten. Sobald nun d '>_n — i ist, enth&lt das System stets 
endlich jciele Curven, die aus einer Geraden und einer C\_, bestehen, för 
d>_2{n — 2) auch solche, bei welcher sich zwei gerade Linien abtrennen 
(1. c. § 6, S). Diese besonderen Curven a, , a, gehören zu den a, welche 
einen neuen Doppelpunct besitzen, sind also von dem Ergebniss der 
Formel (1) in Abzug zu bringen, wenn es sich nur um die nicht zer- 
fallenden, der Aufgabe genügenden Curven handelt. Die Zahl dieser 
letzteren aber ißt es, welche das fi des nächst höheren Systems bestimmt; 
ohne die erwähnte Reduction würde eich das gefundene [i auf ein zer- 
fallendes System beziehen, auf welches die ZEUTHBN'sehen Gleichungen ■ 
nicht mehr sämmtlich anwendbar sind. 

Bei der Berechnung der nachfolgenden Beispiele ist auf diesen Um- 
stand keine Rücksicht genommen, weil bei gegebenen kleinen d, n un- 
bestimmt gross, d. h. 

d <n — 1 

für alle zur Verwendung kommenden Systeme vorausgesetzt wurde. Hier- 
aus, in Verbindung mit den obigen Bedingungen, ergiebt sich von selbst, 
wie weit die erhaltenen Resultate gültig sind. 

Statt der bisherigen Bezeichnung \d, e] soll jetzt, wenn d, e gegebene 
Zahlen sind, 

[d.B, e.E\ 

gesetzt werden. Die Indices g, o bedeuten, dass der betreffende singulare 
Punct in einer gegebenen Gerade, bzw. an gegebener Stelle liegt. Sind 
für mehrere singulare Puncte Bedingungen g vorgeschrieben, und beziehen 
sich diese auf verschiedene Geraden, so sollen auch die Buchstaben g durch 
Indices unterschieden werden. — S bedeutet einen SelbstberOhrungspunct 
Die Bedeutung der hinzuzudenkenden Bedingungen, so wie der Zeichen 
A, A'% A*" ist in i. und 3. des vorigen Paragraphen erklart. Für 
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diejenigen Leser, welchen die > Almindeliffe Egenskaber ■> nicht bekannt 
Bind, sei noch bemerkt, dass {de) eine Spitze zweiter Art ist, wie sie 
durch Zusammenfallen eines Doppclpunctes mit einer gewöhnlichen Spitze 
entsteht; (2e) dagegen einen aus der Vereinigung zweier Spitzen ent- 
standenen Selbstosculationspunct bedeutet. 

Die jeder Formel als Goltigkeitsbedingung hinzugefügte untere Grenze 
fClr « bezieht sich auf die Ausschliessung aller zerfallenden Curven der 
verlangten Beschaffenheit, Wollte man diese letzteren Lösungen mitzählen, 
so würden viele der folgenden Resultate auch für kleinere n richtig 
bleiben. Z. B. giebt der Ausdruck [jD] für « = 3,4 noch die richtigen 
Zahlen 15, 675; im ersten Falle geniigen nur zerfallende Curven der 
Aufgabe; im zweiten sin/l 620 eigentliche und 55 uneigentliche Lösungen 
vorhanden. 

[i>.*]= 3(»-ir-7; 

{D,U] = 9»' — 27"' — » + 30; '•-■•' 

[-ü.2l)].= i(3«'— .2«"— lo»" + 55» + 10)1 ,•>.> 

[B,2l)] — |(9ii' — 45»" — 8»" + 259«"— 129/1— 250); Ol. 

[ZI,3K] = i-(9n'— 54»»- 54ii'+675»"— 12811'— 2224« + 318); (.>» 

■ 63»" — 2Ui' + S67«' — 77 in' — 3533/1' 

+ 3386« + 3288); ,.>» 

[2D] =. |(»— ■){«- 2)(3n' — 3/1— 11); (.>» 

(3-0] - j(9»'— 54"' + 9»' + 423«'— 458/''— 829/1 + 1050); ,.>., 

[4II] = |(« — 3)(9»' — 45»' — 135»' + 8oi»' + 69H>' 

— 4671/1' — 1386/1+7880); (»>» 
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[5/)]=- J^(27i."'— 270U"— 45«" + 7830»'— 13920«*— 8471411' 

+ 21476511' + 39398OH' - 1176127«- 631286« + 2046840). t-^M, 



[".,^'..1 9«'— 18« -1-2; 

['>,.'>„"„] ~ 9(» - 0(3»' - 6» - 4); ,->« 

["„",. ■■",J"3(«- OC^^'-B^J-?!*- ')['>„■■■ '\.J- "-H, 

Um zu bestimmen, wie viele Curven h Doppelpuncte in eitter und der- 
selben Geraden G besitzen, stelle man die etwas allgemeinere Forderung, 
dass die Curven durch a gegebene Puncte von G einfach gehen, an rfj, 
gegebenen Stellen von G einen Doppelpunct, und ausserdem h Doppel- 
puncte auf _G haben sollen. Es muss 

a+2d^ + 2h<n 

sein, damit Oberhaupt irréductible Curven der Aufgabe gentigen können. 
Von den 

2 - -^ 

weiteren gegebenen Functen nehme man speciell 

A = n + I — a — 2d^ — 2k 
in G liegend an, so dass noch 

(„-!)(« + 2) 



derselben frei bleiben. Diese letzteren und die rf„ Puncte auf G be- 
stimmen eine C,_i, welche, in Verbindung mit G, allen Forderungen 
genügt, und zwar die Bedingung, h weitere Doppelpuncte auf G zu be- 
sitzen, (" , °) mal erfüllt. — Die nicht zerfallenden, der Auigabe 
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genügenden Curven haben mindestens einen der A Üoppelpuncte in den 
A Puncten, und müssen, wenn k Doppelpuncte in Puncten Ä liegen, durch 
die Ä — /l + fl Puncte einfach gehen. Man hat also f(ir die gesuchte 
Zahl die Rccurâionsformel 

/■(», d„h) = (" - \- ''•)+£ (j ) . 2'f(Ä + a-X. rf. + ^ h- A), 



und findet so 



[2^^J = jl«— 2)(9«— 25) 

[3D,] - j{n — 3)(9«' — 75» + '54) 
u. s. f. 



IE,] = 2; [E,] = 8n-I2; [B] = i 2(„ -,)(,,- 2); ,.>„ 

[£.7)]-.6(« — 3)(»+ 0; [n.E] r, „«{n — i); , „>=, 

W,-EJ = 12(2«'— 5« + Ol <•>■> 

[-Z'.-E,] = I2(« — 3)(2«— 5); (■>" 

[E,I)]= l2{«-3)(2n'-«-5); ,.», 

[Eg2D] = 6(6»' — 33»* — i6«* + 2 7on' — loin — 444); (■>« 

[£,3l>] - 2(18»'— 135»' — 90»'+ 2385m'— 1789»'— 13028»' 

+ 10737» + '9812); !■>•) 

[E^EDI = 12(24»* — 156»* — io»'+ 1422»*— 1107» — 2169); <.>*' 

[Il,£] = I2(n — 3)(3»'— 3» — 4); ,.>« 

tXI,2E] ™ 18(12»' — 84»' + 43»' + 639»' — 806» — 480); (.>» 

\P,DE\ =-- 36(0' — 5i>" — 2»' + 28» — 8); ,.>.! 

[D,DE] = 12(9»' — 54«' + 8»' + 369»' — 326» — 324); ,.>., 
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[£,E] = I2{2»' — 6n— 3); (.>» 

[E,E] = 24(4«" — 18»' + 5« + 33); ,.>., 

K,^..] - 4("6«' — 48»+ îj); [2B,] = (« — 3)(32.i— 105); ,.>.> 

[2JS] = 18(11 — 3)(4»"— 12»'— 19« + 45)- , ,.>.> 

[iE] = 4(72«° — 648«° + 486H* + 9234»* — 18938»' 

— 27786n -(- 67500); (n>») 

Diese Formel giebt auch noch für n = ^ die richtige Zahl 400, obgleich 
dieses aus der Herleitung nicht ohne Weiteres hervorgeht. 

[DE] = I2(n— 3)(3»' — 6»'— im + 18); ,.>>! 

[2D, £]= i8(«— 3)(3)i'— 12»'— 30»'+i25»' + 82»— 280); (.>., 
[37), E] = 6{9»" — 81»' + 9»* + 1656«° — 2831«* — 10975»' 

+ 24851»' + 22414«— 55320); <.>., 

[D, 2E] = 18(12«' — 96W* + 47»* + 1 188«° — 2003«* — 3330M 

+ 6570); ,.>-i 

[2D, 2E] — 9(11 — 4)(36»' — 2i6»" — 759»' + 5562»' + 4703«' 

— 45799«' — 8040» + 110403), !.>•> 



Kl-S; [S,] = 25« — 48; [Ä]-50»'— 192»+ .68; 
K,^»] — 3(25»'— 73»+ 20); [S,D,]=, 751,' — 457« + 696; 
[S.-0] = 3{5»'— io«-23); [X),S] = 2(25«' — 96» + 42); 
[D,S] = 6(25»"— 121»' + 9611 + 98); 
[S,V] = 3(25«-— 98»'— 47» + 3'6); 
[EgS] = 2(200«" — 1068«' + 774« -f 1575); 
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[S,E] = 6(5011' — 246«' + 38)! + 669); 
[SD] = 6(» — 3)(25n* — 71«' — 122« + 280); 
[SE] = 12(50»* — 342«' + 319«' + 1695« — 2682); 
[S, 2fl] = 3(75i<'— 588»' + 244»* + 726311'— 11710»' 

— 21 162« + 40452); 

[D, E, S] — 12(150»* — 132611' + 89911' + 18825»' — 3702311' 

— 59346» + 138420). 



(*), = 12; (th), = 24(311 — 7); (lie) -. 6o(.i — 3)(3n— 5)- 

(21!), = 30; (2e), = 30(7»— '9); 

(2e) = 18(35»'— '90« + 239). 



[A,] = 6(»-2); [A]=i5(»-2)'; 
[A.D] = 3»'— 6»— 17; [C.A] = 5(3«'— 12» + 8); 
[A.E] = I2(»— 4)(»+ I); [£',A] = 6(511'— 20»,+ 8) 
[A,Z>] = 18«' — 72»' — 50» ^ 276; 
[C,A] = 45«'- 225»' + 220» + 132; 
[A,E] = 72(» — 4)(»' — n — 4); 
[E,A] = 12(10»' — 55»' + 52» + 60); 

[AD] = 3{t>— 2)(i5>i'— 60»'— 65» + 314); 

[AE] -. 36(11- 4)(5»'— 15»'— 26» + 76); 
[Aj2D] = -(3»* — 12»' — 36»' + 10711 + 158); - 

Acta maUumaliea. 1. Imprint 1« Il FiTrier ISU. 
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[A,2B] = 3(9»' — 54»'— 56»' + 649»'— 112»— 1695); i.xi 

[A, 2D] = -(45«" — 360«* + 1 20W* 4- 4869«* — 8oo6tt' 

— i50o6n + 30468); (.>)> 

[ADE] = 36(15«* — 135«^ + 8yn* + 2035B* — 4086»* — 6596« 

+ 16160); (,>«) 

[AB,B]= 3(45»'— 3'5«'+ ■55"'+ 2514»' — 3560B — 1302); ,.>« 
[S,A] = 3(1250'— 740«' + 650» + 1284); (.>.! 

[A,S] = 6(50«' — 29211' + 147» + 786). (.>'! 



[Ai"] = 4; [A™] = 28»— 66; [A"']= 12(«— 2)(7ti— 19); „>., 
[A<"i)] = 6{i4n'^6iii'— 48M+ 293); ,.>« 

[a;"B] = 12(28«'— 150»'— 7« + 594); 
[A'"!*] = 12(21«' — 141«'+ 109«' + 814« — 1308); 
[A<"E] = 144(7«' — 54"' + 64«' + 304» — 583)- 



("><) 



[Ai"]-3; [a;»] => 3(8»- 21); [A'»]==2i(»-3)(4«-9); 
[A"B] = 9(« — 4)(28«' — 91«'— 177« + S«?); 
[A"*K] = 36(28«' — 231«' + 326»' + 1281« — 2756). 



CX) 
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über Systomo von PlaDcurvcD. (37 

§ 3- 
Carven mit xwei Punden gegebener Viel/achheU. 

I. Es sollen jetzt Systeme untersucht werden, deren allgemeînc 
Curve nur zwei singulare Puncte, aber von beliebiger Vielfachheit, be- 
sitzt. Ein r-facher Punct wird mit 

bezeichnet, während die Indices g, o die frühere Bedeutung haben. In 

soll der Strich die Bedingung andeuten^ dass die Verbindungsgerade von 
P, Pj durch einen gegebenen Punct gehe. Die hinzuzudenkenden ele- 
mentaren Bedingungen beziehen sich wieder auf gegebene Puncte. 

Da in einem System von Curven, welche einen Tj -fachen Punct X^ 
und einen --fachen Punct X besitzen sollen, keine vorkommen, bei welchen 
letzterer in einen (r + i)-fachen Punct tiberginge, so kann man auch 
nicht unmittelbar eine Beziehung zwischen den Zahlen 

[p-p-], [P'.p'«] 

erhalten. Die Herstellung einer solchen gelingt aber durch Einführung 
von Zwischensystemen, in welchen auch die Tangenten des Punctes X ge- 
wissen Bedingungen unterworfen sind ; und zwar soll die hinzutretende 
Forderung, in Zeichen 

die sein, dass a Tangenten des r-fachen Punctes zusammenfallen und ausser- 
dem durch einen gegebenen Punct M gehen. Das so definirte System, 
fl\r welches 

/^ = M 

gesetzt werden möge, cntliält fia + i ) besondere Curven, deren Anzahl 
durch f{a) und die übrigen Zahlen des Systems ausdrückbai- ist. Es soll 
im Folgenden immer 

î'i >, I") u"d vorläufig a < z 
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vorausgesetet, und mit {X^), (X) bezeichnet werden, wie viele Systems- 
curven ihren Tj -fachen, bzw. r-fachen Punct in einer gegebenen Geraden 
haben. V bedeutet die Vielfachheit des X-Ortes in M, oder, was dasselbe 
ist, die Zahl derjenigen Systemscurven, welche ihren r-fachen Punct in 
M haben. 

Die Geraden, welche einen von M verschiedenen festen Punct Q mit 
den Puncten X verbinden, schneiden die betreffende Curve noch in je 
n — T Pancten Y, deren Ort die Ordnung 

/. + {»-r){X) 

hat Dieses ist zugleich die volle Zahl der Coincidenzen von Y mit X. 
Die letzteren entstehen, wenn QX eine von den a bevorzugten verschiedene 
Tangente von X ist; ferner dadurch, dasa X in der Geraden MQ, aber 
nicht in M selbst liegt, und zwar zahlt jede dieser Coincidenzen ö-fach; 
endlich dadurch, dass die beiden singulftren Puncte zusammenfallen, was 
im Ganzen C mal vorkommen möge. 

Die Zahl C setzt sich aus zwei anderen zusammen, zwischen welchen 
eine Unterscheidung erforderlich ist. Es kann ein Zusammenfallen von 
X mit Xj in der Weise eintreten, als ware die ö^fache Systemsbedingung 
{at)p durch die («r — i)-fache 

(M) 

ersetzt, welche nur verlangt, dass a Tangenten von X zusammenfallen, 
dafür aber die andere hinzugefügt, dass die Gerade XjX durch den Punct 
M gehen soll. Solche Coincidenzen, deren Zahl C sei, will ich regel- 
massige nennen; jede derselben giebt Anlass zu einer {r, — r)-fach zahlen- 
den Coincidenz von Y mit X. Fftr die nicht regelmassigen Coincidenzen 
von Xj mit X aber gilt, wie nachgewiesen werden soll, der Coefficient 

r, — T + (T. 

Dieses vorlaufig als richtig vorausgesetzt, erhalt man ftir den Grad des 
von den r — ff weiteren Tangenten des r-fachen Punctes beschriebenen 
Linienortes 

(,) ^ + («_r— (r)(X) -I- ff. r— (r, — r+ a)C -\- a.C"; 



yGoosle 



über Systeme voq I'lanourvon. 69 

SO oft geht daher auch eine jener Tangentün durch den Punct M selbst. 
Da nun diese letztere specielle Bedingung r — <t mal dadurch erfüllt 
wird, dass X \n M liegt, und ebenso oft dadurch, dass eine regelmässige 
Coincidenz von X mit X, eintritt, so ergiebt sich die Gleichung 

W /■(<r+ !)-/■(<.) 

= (n-r-„){X) _ (r, - r + «)ü + C^-r- r^F + C), 
oder, wenn man noch " 

V=(X) + (\)-(XX,) 

mit Hülfe des Correspondenzprincips ausdrückt, und nach a summirt; 

(3) f(')-n°) 

= Ç|{»-r,-.,)(X)-(r,-r+»)[(X,)-{XX,)] + (2»-r)(F+6-)l. 

2. Für ein System, welches sich von dem bisher betrachteten nur 
dadurch unterscheidet^ dass die Bedingung {at) an die Stelle von {<4\ 
tritt, sei 

/i = p(<t), 

wahrend (X), (Xj), C in Beziehung auf das neue System ihre frühere 
Bedeutung behalten. Da es /"(ir) Curven im System giebt, welche die 
singulare Tangente des r-fachen Punctes durch einen gegebenen Punct 
schicken, so findet man für den Grad des von den r — o weiteren Tan- 
genten gebildeten Linienortes: 

/u + (n - r)(X) - (r. - r)C - o/-(<t). 

Bestimmt man daher mit Hölfe des Correspondenzprincips, wie oft eine 
dieser Tangenten mit der singularen coincidirt, ohne dass X mit X^ zu- 
sammenfällt, so ergiebt sich die Formel 

f{, + I) - f{") = (f - ^ir)f('') + {n-2T+ o){X) - (r, - o)ü, 
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oder 

(4) fi") 

= £|(r- 2^)M + („ -r,-2T+ 2,)(X) - (r, - ,)[(X,) - (XX,)]|, 

. von welcher zur Bestimmung von V und C Gebrauch gemacht werden soll. 

3- Bei 'der Herleitung von (2) wurde zwar a < t vorausgesetzt; es 
ist aber leicht zu erkennen, dass jene Formel auch für «r = r in gewissem 
Sinne noch richtFg bleibt. Der Ausdruck (i) vernert dann seine frühere 
Bedeutung, er giebt vielmehr an, wie viele Curven des Systems den 
- r-fachen Punct in einen (r + i)-fachen übergehen lassen; diese Curven 
sind von der Lage des Punctes M ganz unabhängig, und alle Tangenten- 
bedingungen fallen für dieselben weg. Die Gleichung {3) gilt also noch 
für a = Tj und (3) für ^ = r + 1, sobald man nur unter /"(r + i) die- 
jenige Zahl versteht, in welche /"(o) übergeht, wenn r durch r + 1 ersetzt 
wird. — Die rechte .Seite von (4) dagegen verschwindet sowohl für 
ff = r + 1 als für ff = o. 

Durch successive Anwendung der Formel {3) gelingt es, 

ZU bestimmen. Vorher aber müssen andere Zahlen berechnet werden, 
welche sich auf die Bedingungen beziehen, dass mindestens einer der 
singulärcn Puncte nicht frei ist, .sondern entweder gegeben ist, oder in 
einer gegebenen Geraden liegt. Dabei wird sich zugleich die Richtigkeit 
des zur Herleitung der Gleichung (2) benutzten Coefficicnten r, — r + (t 
ergeben. Als bekannt werden vorausgesetzt die auf einen singulärcn 
Punct bezüglichen Zahlen 

■ [i-] = jr,(r;-.)(r, + 2)(»-r,+ .)', 
[!■;■] ='^ -År, + ')("-r,+ .), 

und zur Vereinfachung der im Folgenden zu entwickelnden Ausdrücke 
sollen die links stehenden Zeichen als Abkürzungen beibehalten werden. 
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4. Sei zunächst 

f{a) = (Pi(<rf),P?], 

WO der Doppelindex og ausdrücken soll, dass der gegebene Punct in der 
Geraden g liegt Man hat dann 

(X} = o, (X,) = 6'=i, C=V=o. 

Die Zahl [{a), die för den Augenblick mit 

F{n, r,, r, u) 

bezeichnet werden möge, Iftsst sich, ohne Anwendung des Correspondenz- 
princips, direct durch die Annahme herleiten, dass « — r, ' — r + i der 
gegebenen Puncte in g liegen. So findet man 

F{n, r,, r, <t) = ri(« — r, — r+ i) + F{n — i, ij — i, r — 1, <'), 

wenn a <t, 
F{n, Tj, r, r) = r,(n — r, — r+ i) + F{n — r , Tj — i , r, o), 
und hieraus • ^ 

(5) [P-i,{'^),F}] 

= K']-S^('+ ■)(3r,-r+ i)-^{r,-. + ^„~'-). 
Weiter folgt jetzt 

/■(«'+■)-/■(<') = -(^, -!■+"•), 

d. h. dasselbe, was die Gleichung (2) ergeben haben wOrde. Hiermit ist 
der fragliche Coefficient verificirt; man hätte umgekehrt aus {3), wenn 
ff = r + I gesetzt wird, zunächst die Differenz 

F{n, Tj, r+ 1, o) — F{n, Tj , t, o), 
sodann 

F(n, r,, r, o) = [PJ^P;.] = [PJ] - 5 ^(r + .)(3r, - r + .), 

endlich den Ausdruck (5) herleiten können. 



.Google 



72 H. Krcy. 

Auch die Gkichung 

(5-) [PiPK-rf),] = 5 T(r + i)(3» — 3r. - 27 + 2) + <r{« — r, - » + I) 

lELsst, wie (5), und die später zu entwickelnde (7), eine doppelte Herleitung 
zu. — Au9 (5), (5») folgt mit Hülfe von {4) 

(6) [n(<^)p,"] = "{-+'- »)i[Pi,p?] - (^, -j-){''- Ol 

(6.)' [i'iP;{rf)] = ,{r+ I -„)([/« J';] + {„_r-7,)(<.-.)|. 

Liegen beide singul&ren Puncte in einer und derselben gegebenen Geraden, - 
und ist keinffr derselben fest, so hat man zu setzen: 

n^) = [Psp;{aixy. 

für (X), (X,) sind die Ausdrücke {5), (5.) zu benutzen, wahrend 
(XX,) = P = P = o ist. Dies giebt 

(7) [P;Pn ='s^(.r+ .)(3« - }r, - 2r + 2)[P}] 



Liegen aber die singuUren Puncte in verschiedenen Geraden, d. h. ist 

/■(") = IP}M'^),], 

dann hat man in (2) zu setzen 

(X) = [p;.], c'=.(X)-[Pi(rf),rç]. y=°. C-=<,(r-,+ l), 

und findet 

(8) [p;Pi^ 

= m\.P;')-yi<T'- .)(r+ 2)[9r; - 6(r- .)r, + (r- 3)(r+ .)]■ 

5. Wegen ihrer complicirten Gestalt BoUcn die aus (3) hervorgehen- 
den Ausdrücke /"(«■) mit den vier Argumenten «, r, r, , tr, obgleich sie 
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zar Herleitung der nachstehenden Resultate gebraucht werden, nicht voll- 
ständig angegeben werden, sondern nur ihre von a unabhängigen Anfangs- 
glieder f[p). Die Berechnung der letzteren geschieht immer in der 
Weise, dass zuerst in (3) die Summirung von 0^=0 bia (r= r ausgeführt, 
und sodann nach r summirt wird. 
Für 

f{c) = [Pl^P'(at);\ 

hat man auf der rechten Seite von (3) zu setzen: 

(X,) = o, (X) = [i-JC»/),] = [p;] + „(„-r-i»+i), 

e=F=,(r-,+ I), (ZX.) = [PJP;(rf)J. 
So folgt die erst« der beiden Gleichungen 

(9) . [PiP-] 

= [?'] -r2<''- ')(^ + ^)[9-;- 6(r- .)r, + (T- 3)(r+ .)], 
(9.) , [PIP-] 

= [P-1 - ^^(''- 0(^ + ^)[9r\ - 6(r- l)r, + (r- 3)(r + .)], 
deren zweite in derselben Weise aus 

n») = [Pi{at),p-]. (X) = o, (x,) = [p,'.], r-o, 
c = »(r --,7 + 1), (XX,) = [Fi,{öi),p;q 

hervorgeht. Nach vollständiger Entwicklung von f{tT) findet man 

f{«) = [p;{M)P'q 

aus der Formel (4), auf deren rechter Seite (X,) = <T(r — ö- + ^)[-Pj']) 
und für (XX,) der Ausdruck (6) zu setzen ist. 

Die bisher gewonnenen Resultate ermöglichen die Berechnung von 



ImpTlm* tt KT »Tri« IKt. 



y Google 



da die folgenden, auf der rechten Seite von (3) zu benutzenden Zahlen 
bereits sammtUch bekannt sind: 

m ~ \p'iV'Axt)Å + [i-«»« ),?'■]. 

(X,) = [P,"P;(»/),] + [P'(rf),Pî]. 

(XX,) = [/«P,'(,;),], y ~\]"^{'»)f'i\- 
Insbesondere ergiebt sich 

(.0) \rë"-\ = jr(r + .)[3(» - r,) - 2(r- .)][/"■] 

+ ^r{7'- i)(r+ 2)t9(»' + rj)- i8»r,- I2(r- i){»-r,) 

+ 2(2r'-4r+3)][P,"] 

+ 3(r— i)(«'+4"r, — 3?;) — (sr'— ior+ 3)» — 3(r'— 2r+ 3)t,] 

+ ijSo^^y'— 0^' — 4)(5!-' — 2or'+ 30!-— 9). 

Der Annahme entsprechend, dass einer der beiden singulären Puncte in 
einer Geraden liegt, der andere frei ist, hat man 

Im ersten Falle ist 

(X) = [p.-c^),?'.]. y=°, 

V = [P;(»«),p;] - [P;(»<),P;0, c- = [Pi(rf)p;'] + [p;(»<)), 



[P;(<^)] - j.»(<r + 1 - r)[(2» - 37-)» + (r- l)(r + 2)« - r" + 4r]l 
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im zweiten Falle behalt C denselben Werth, dagegen ist 

(X) - [P},P',{,H),], r= M.r~„ + .)[P?], C- = [FiP',{ct)] + V. 

Hiernach wird 

■ -^'•(''- ■)(^+ 2)[9r;-6(r- l)r, + (r-3)(r+ .)]«] 

— 7jjr(r' — i)(r + 2)(r' + r— 4)[9r;(n — r,) — 6{r— i)»r, 

+ ('•— 3)(r + 0» +i{7'-2z+ 3)r,] 

(-) • i^p^i^.mn 

= ^[9(«-r+ l)'-9r; + 6(r-l)r,-(r-3)(r+ l)][f?] 

— ■j^(r"4- r— 4)[9r;(«— r,) — 6(r— l)tir, + {'— i){T+ 0« 

+ 3(r'— 21-4- 3)r,] 

Sind endlich beide singulären Puncte frei, ist »Iso 

M = [P"P-{MX], 

dann hat man folgende Zahlen in (3) zu benutzen: 



(X) _ [P-'P;{a),] , (x,) ^ [P?i"{rf)j, (XX,) - [P''P-(rf),], 
F= [P'.{d)P-], c = [p;'P',{d),] + [Pfi"(o<),] + [Pi{<^),p-], 
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und findet 



B. Krey. 



(■2) 






= ^[(»-'-+ ■)'-<'rî + 6(r-i)r,-(r-3)(r+ ,)][P"] 

-■i^i^'+^-'t)l9^'(''-'ù-Hr-')'i', +(r-3)('-+ ■)» 

+ 3(r'-2r+3)r,][P?] 

- 5^Cr- 2){r + 3)(r' + T-^)[gr',{n - r,)' - 6(r- ■)r;(»- r,) 

+ (>•- 3)(r + ■)»' + 3(r' - 2r + 3)r,(2» - r,)] 
+ Ji^5(--^)'(=-+3)[(5!-'-35r'+ i8)., + (5r'+ .or' + gor- ös^r,] 
— Y5^(r— 2)(r+3)(ior*— 3or' — 35r'+ 1957*— 2i8r= + 247+ io8). 

Eine Controlle dieser Formel eriiält man för n = t, + r — i ; in diesem 
Falle bestehen die fraglichen Curven aus einer C,_i mit einem (r, — i)- 
fachen und einem (r — i)-fachen Puncte, und aus einer die beiden singu- 
lären Puncte verbindenden Geraden, welche o, [ oder 2 der gegebenen 
Puncte enthalten kann. Hiernach ist 

[i"i>'i]..„„_, — [P'-'P"-']..,+„_, 

= (rr. + 3)[P^=^P5=î3.„^,_, + (a_+_i^".±J)[i.;-.p;.-.]..,„^_„ 

wie man mit Hülfe von (lo) und (7) bestätigt. 
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Für (las System 

sind jetzt, dem Entwickelten zufolge, die Zahlen /i, B, ß, , f bekannt, 
deren Bezeichnung der in § i für dreifache Puncle gewählten analog ist. 
Weiter findet man z. B. 

2(n— i)/z = ju' + r(r— i)i/+ r,(r, — i)B.; 

T={n—T)B + ix~{r,— t){B + B, - f); 

T^={n — T,)B,+fii 

{2t) ^ (r~ i){2T- zB)—t{t— i)(B + B, - ^! 

(20, - {r. - 0(2?; ~ zA) - '{r- i){B + B. - f)i 

a = {n~2)fi''+ {n + n' ~ i)ß — {T— ï)T~{t^~ i)T^—T{2i) — T,{2t\. 

Man könnte ferner einen Doppelpunct mit in das System aufnehmen, und 
von diesem allraftlig zu einem dritten Puncte höherer Vielfachheit über- 
gehen; was hier nicht weiter verfolgt werden soll. 



B. PlancnrTen in nicht fester Ebene. 

. § 4- 
Zahlen für punctaltffemeine Cui-ven. 

I. In Bezug auf punctallgemeine Plancurven im Raum bieten sich 
die folgenden fundamentalen Aufgaben: Bestimmung der Zahl solcher 
Curven, welche i) ihre Ebene durch eine feste Axe schicken und 

: — 2 1" ^ gegebene gerade Linien treffen; 2) ihre Ebene durch einen 



gegebenen Punct schicken, und 



n(n 



yGoosIe 



3) — . — - + 3 gerade Linien treffen. Diese Zahlen sollen mit F{n), 
0(n), ¥{n) bezeichnet, und es soll bewiesen werden, dass 

(i) F(«) = in{n+ i}(n+2), 

(2) tp{n) = ~^n{n + i){« + 2){2n' + 6«' + 7» — 3), 

(3) *'(«) = r^«{«'— 0(»+ 2)(2«*+ i4n' + 49M' + 9iB* + 90»+ 18) 



Der ersten Aufgabe genOgen auch dann nur endlich viele Curven, 
wenn n + 1 der Geraden die Axe A schneiden. Jede solche specielle 
Gerade- bestimmt mit A eine Ebene, in welcher eine auch die übrigen 
Geraden treffende Curve l^egt; die eine Gerade aber wird » mal getroffen, 
so dass auf diese Weise «(n 4- i) Lösungen erhalten werden. Die ausser- 
dem existirenden, den Bedingungen genOgenden Curven zerfallen noth- 
wendig in A und je eine 6'„_, , welche die 

"(" + 3) , . /- , ■> u-0(» + 2) , . ■ 



+ ■-(„+,) = 

die Axe nicht schneidenden Geraden trifft. Es ist also 

F{n) = n{n+ i) + F{«— i), . . . 

und hieraus folgt der Ausdruck (i). 

Eine leichte Verallgemeinerung erhalt man durch Hinzufögung der 
Bedingung, dass die Curve durch A auf der Axe gegebene Puncte gehen 
soll, und dem entsprechend k gerade Linien weniger gegeben sind. In 
diesem Falle genügt es, rt + i — k dieser letzteren die Axe schneiden 
zu lassen, und man findet 

(u) F{n, k) = n{n+ i — k) -^ F{n—i) = F{n) — kn. 

Dieser Ausdruck gilt auch noch, wenn die k Puncte zum Theil oder allo 
einander unendlich nahe liegen. 
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2. Zu einer Differenzengleichung ittr 0{n) gelangt man zwar auf 
einfachem Wege durch die Annahme, dass n + i der gegebenen Geraden 
in einer Ebene liegen. Es soll aber eine andere Herleitung gezeigt wer- 
den, weil die sich ergebenden Nebenresultate ftlr die lösung der dritten 
Aufgabe zu benutzen sind. 

Der Kftrze wegen möge eine in k consecutiven Puncten schneidende 
Tangente eine T^, ihr Beröhrungspunct ein T,-Punct genannt werden. 
Man beweist: 

Erstens. In fester Ebene giebt es ~ Curven n"' Ordnung, welche 

an gegebener Stelle einen Ti-Punct haben, und durch ~ — — Ä: -f- i 

andere feste Puncte gehen. — Denn soll z. B. der J^-Punct in x — o, 
y = o liegen, so hat man als allgemeinste Gleichungsform 

{x + Å!f)A + B - o, 

wo das Polynom A den (Je — 2)"" Grad in x, y erreicht, w&hrend in B 
nur Glieder von höherer als der {k — i)**" Ordnung vorkommen. Durch 
Einsetzen der Coordinalen der gegebenen Puncte erhalt man so viele 
Gleichungen, wie in A und B homogene Coefficienten enthalten sind, und 
die Elimination der letzteren giebt eine Gleichung för X, deren Grad 
gleich der Zahl der Coefficienten in A ist. 

"(■■ + 3) .. . ■ 



Zweitens. För die Schaar von Curven, welche durch 
gegebene Puncte gehen, und in einer gegebenen Geraden G einen 2\ - 
Punct haben, ist der Grad des Linienortes der zugehörigen ÎV 

(T,) = 2n— I + l{k~2){2n — k— i). 

Verbindet man naralich einen Punct der Ebene mit den Puncten $ von 
G durch eine Gerade, und construirt die C,, welche durch die gegebenen 
Puncte geht, und Ç zum r^.j-Punct, jene Verbindungsgerade zur T^^i 
hat, dann trifft letztere die jedesmalige Curve noch an n — ft + i Stellen, 
welche einen Ort der Ordnung 

bilden. Diese Zahl muss mit {7\) Obereinstimmen. 
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Drittens. Die Zahl der C, in fester Ebene, welche durch ^ — k-{- 2 
gegebene Puncte gehen, nnd in einer Geraden ö einen I'^-Punct haben, ist 

(4) y.(„, 4) _^i(^_,)[4(t _,)„_(*• _2)(3A-_,)]. 

Für jeden Punct X von G construire man die -{k — i)(A — 2} Curven, 

welche X zum T^^i-Punct haben, und durch die gegebenen Puncte gehen. 
Die zugehörige Tt_i bestimmt n — k ■\- i Puncte Y auf jeder Curve, und 
wenn einer derselben mit X zusammenfallt, hat man einen Ï^-Punct. Um 
die Ordnung des F-Ortes zu bestimmen, betrachte man auf einer zweiten 
Geraden G', die G m M treffen möge, eine Correspondenz zwischen Puncten 
Z der veränderlichen Curve, und Puncten Z' der zugehörigen T.^i . Jeder 
von M verschiedene Coincidenzpunct liefert einen in G' liegenden Punct 
Y, daher ist die Ordnung des F-Ortes: 

(Y) - (=(„, 4- .) + ..(r^,)- """,'*" -'*-'). 

wo das dritte Glied angiebt-, wie viele in M liegende unbrauchbare Coin- 
cidenzen in Abzug zu bringen sind. Weiter ist die Zahl der 3\-Puncte 
auf Ö 

fin, k) = ^''-'f- J}{n _ A + ,) + {}') _ („ _ t + i){T,_,), 

und man findet hieraus zur Bestimmung von jr(n, k) die Gleichung 

(f(», k) - f («, t - 1) == j(;,- - .)[(3i - 4)« - i{k - i)(i - 2)], 

aus welcher {4) hervorgeht 

3. Schon der erste dieser Hülfssatze genügt zur Bestimmung von 
<^(n] . Anstatt direct auf die letztere auszugehen, kann man folgende 
Fassung der Aufgabe zu Grunde legen: Die Zahl <P,{«) der Curven zu 
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gegebene gerade Linien treffen. ^,(«) hängt mit 0{n) zusammen durch 
die Gleichung 

(5) *(")= 0,{n) -^ nF(n), 

wie man eogleich erkennt, wenn eine der Geraden der ursprünglichen 
Aufgabe durch den gegebenen Punct gelegt wird. 
Allgemeiner bedeute nun 

die Zahl der Plancurven, welche in dem festen Puncte Q eine Berührung 
{k — i}"' Ordnung mit einer gegebenen, .durch Q gelegten Ebene E 
haben, und 

2 ' 

gerade Linien treffen; oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Ordnung 
der Fläche, welche, bei Weglassung einer Geraden- Bedingung, von den 
co' die übrigen Bedingungen erfüllenden Curven erzeugt wird. 

Der Schnitt der Ebene E mit der Flilche besteht aus den - — — — 

2 

Systemscurven, welche ganz in E liegen, und einer Rest^urve, die ^,(w, k + \) 
Zweige durch Q schickt. Da es nun F{n, k) Curven im System giebt, 
welche die singulare Tangente, die sie in Q besitzen sollen, mit einer 
gegebenen, durch Q gehenden und in E liegenden Geraden A zusammen- 
fallen lassen, und jede dieser Curven die Gerade A in n — k von Q ver- 
schiedenen Puncten trifft, so ist die Ordnung der Restcurve 

0,(7f, A- + i) + (tt — k)I'\n, k); 

mit Rücksicht auf (i.) findet man also 

(6) *, (» ; k) - ^'^^7 " n + [n— k) [F{ n ) — h{\ + *,.(« , i + i ) . 

Auch für A: = n darf man diese Gleichung in Anspruch nehmen, hat aber 
dann zu untersuchen, was aus dem letzten Gliede der rechten Seife wird. 
Da eine C„ mit einer T^a-x diese letztere ganz enthält, handelt es sich 
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jetzt nur um zerfallende Curven. Die Rcstcurve (n — i)"' Ordnung trifft 
entweder die 



gegebenen Geraden, und schickt ihre Ebene durch Q; oder sie trifft nur 

- — + I jener Geraden, und schickt ihre Ebene durch eine in 

E liegende, durch Q gehende Axe, welche durch die Bedingung, die noch 
nicht benutzte Gerade zu treffen, jedesmal vollkommen bestimmt iat. 

Als Ergänzung der Gleichungen (6) hat man daher die folgende: 

0^(n, n) = "^"~'^ « + 0{n—\) + 'il±ii+-? JP(„ _ j), 

mit deren Hülfe sich aus der Addition der Gleichungen (6) zunächst 

*,(«) = 0{n~ i) + - 






-'n +(» — Jt)[F{«) — *n] , 



und aodann, durch Ausrechnen der Summe, und mit Benutzung der 
Gleichungen (i) und (5) 

0(„) _ 0{n — i) = '-n[n + i){ln' + 3«^ + 3« — 2) 

ergiebt. Hiermit ist die Richtigkeit der Gleichung (2} bewiesen. 

4, Bevor zum Beweise der Gleichung (3) geschritten wird, soll noch 
die Zahl 

/■(«, k) 

derjenigen Plancurven bestimmt werden, welche ihre Ebene durch eine 
gegebene Axe Å schicken, mit dieser Axe an nicht gegebener Stelle eine 
Berührung (k — i)"' Ordnung haben, und 
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gerade Linien treflfen. Bezieht sich in 

/■(«, k, h) 

das dritte Argument h auf die Bedingung, dasB die Curve durch A ge- 
gebene Puucte von A gehe, wahrend der T^-l'unct anderswo liegen soll, 
dann besteht auf A folgende Correspondenz: Zu einem gegebenen Tt^j- 
Punct gehören 

(» — Ä: — A+ l)F{n, k + h — i) 

weitere bewegliche Schnittpuncte; zu einem der letzteren gehören 

f{n, k~ l, Ä + i) 
Puncte Tt_i . Daher ist, för A > 2 

f{n, k, h)=f{n, k—i, A+ i) + (n — A — Ä+ i)[F(«) — «(A + A— i)], 
und insbesondere 

/•(«, 2, A) = 2(« — Ä— i)[F{tt) — ih + 0«]. 
Hieraus findet man leicht 
(7) /■(»,*, o) = /•(«, t) = 4(n + I - k)[F[n) + n - i«]. 

5. Man verstehe unter 

r{n, k) 

die Ordnung der FliU;he, welclie erzeugt wird von den PUiticurven, die 
eine J» in einer gegebenen Ebene Ej den zugehörigen Ï'^-Punct auf einer 
in E liegenden Geraden G haben, und 

«(» + 3) 



-A+ 2 _ 

(ausser G) gegebene gerade Linien treffen. Für A = i kommt man auf 
îr(w) zuröck. 

Zu einem anderen Ausdruck für ¥'"(«, ft) gelangt man am einfachsten 
durch Untersuchung des Schnittes der Fläche mit der Ebene E selbst. 

Die Gerade G zahlt in diesem Schnitt k . 0^{n, ft)-fach. Ganz in E 
liegen ^[n, k) Curven des Systems, deren Zahl aus {4) bekannt ist. 
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Ausserdem ist noch eine Restcurve vorhanden, von welcher wir nur die 
Schnittpunete mit G zu kemien bmuchen; es sind dieses erstens die 
1''{n, k -\- i) Stellen von G, in welchen eine Systemscurve eine Berührung 
höherer Ordnung mit E hat, zweitens die {n — A)/"{», k) Puncto, in welchen 
die f(n, k) Curven, deren singulare Tangcntti G ist, diese Gerade noch 
treffen. Demnach hat man 

(8) r{n, k) = /;tf>,(H, k) + >iif{v, k) + r{n, t + i) + (« — k)f{n, k). 

Einen Ausdruck für tf*j(n, k) findet man aus (6): 

0^{n, k) = 0{n) — ^k{2n* + 711' + lon' + 5«) 



hiernach gieht die vorige Gleichung, mit Benutzung von (4) und (7) 

(9) n«- k)-f{,i,k + 1) , 

= y^kiin" + 2411' + 77«' + 126?*' + 83«' + 3») 

-— ^k'{Sn* + 36H* + 64M' + 29«) + -ft'(2M' + i8n' -f- 2in) — 'i'^*^- 

Für k = n kommt man auf den Ausdruck V'"(m, « + i) der sich nur auf 
zerfallende Curven beziehen kann. Die Zahl der ausser G gegebenen 
Geraden, welche von den ¥''{«, » + 1) Curven getroffen werden sollen, 
ist jetzt 



und den Forderungen wird genügt erstens durch die C„_^, welche diese 
m Linien treffen, während die ergänzenden Geraden in E liegen; zweitens 
durch die C^_,, welche m — i Linien treffen, und ihre Ebene durch den 
Punct schicken, welche die «t** Gerade auf E besthnmt; drittens durch 
die C',_,, welche m — 2 Linien treffen; und ihre Ebene durch die in E 
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Hegende Gerade schicken, welche die beiden nicht benutzten Linien mit 
einander verbindet. So ergiebt sich 

'/'■(«, « + i) = '/'■(« — + »(*{« — i) + '"'"*" -V(n — i), 

und durch Suininirung der Gleichungen (9) von A = 1 bin i = «: 

tf.-(n) _ 1Xn—i) = ^n'(w'— i)(2«* + 8n* + 23«' + 31« + 26). 

Durch nochmalige Summirung nach n findet man endlich die zu be- 
weisende Gleichung (3). 



§ 5- 
Übergang SU Curven tn4t Singularitüten. 

1. Bei Plaiicurven im Raum treten an die Stelle der ersten und 
zweiten Characteristik fi, pt die Zahlen v, p, welche angeben, wie viele 
Curven des Systema eine gegebene Gerade treffen, bzw. eine Ebene be- 
rühren. Ferner ist eine neue Zahl [i einzuführen, die eine ganz andere 
Éedeutung hat als das frühere /t; es ist die Zahl derjenigen Curven des 
Systems, welche ihre Ebene durch einen gegebenen Punct schicken. 

Die ZEUTHEs'schen Gleichungen sind von Herrn Schubert ' verall- 
gemeinert, und auf Systeme im Raum anwendbar gemacht. Aus ihrer 
neuen Form findet man unter anderen die folgenden, vorzugsweise zur 
Anwendung kommenden Relationen: 

(1) « = [3(«— \f~-jd~ \2e\v 

— [2w(» — i)' — {yd + i2c)m -\- 6d + i2c]/i — {yn — 12c — \Z)b 
— 6(2» — 2(1 — 3e — 3)c — 12^ — i8^ — 247-^ 

+ 4(2rf)+ i${id)—iZ{â2e)- 



' Id Math. Ann&leQ Bd. XIII pag. 445- ^'^ 3» ^^"^ linken Seite df^r OIcicbuDg 
(ij) amubriDgende Redaction ist nicht 2'd{2d — O/'i sondern 2d/t. 
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(3) ß = 2âv~ 2rf(«— i)/x+ 2(n— 3)i — 3rfc + 31/— 2(2^) 
— 6(3rf) + 4(rf2e); 

(3) r'=^\^~ (2 " — 3)«/*— 2e* + (i""— 2rf — 6e— 3)-c 

+ 2^ + 6^ + 12^; + -(2rfe) + 6((i2e). 

Die erste giebt für das System der Plancurven, welche — ■ + 2 

gerade Linien treffen: 

(4) a = 3(«— i)'r(n)— 2«(«— i)'(»(»), 

wo ^{»), 0{n) die iiii vorigen Paragraphen berechneten Ausdrucke sind. 
Andere auf Systeme punctallgemciner Curven bezügliche Zahlen erhalt 
man aus der Formel 

(3.) ^ = 2{»— i)v — n{n— i)ii — 26 — 3« 

für b = c = Q. Mit Benutzung von Herrn Schubert's Bezeichnung ergiebt 
sich, nach symbolischer Multiplication mit 

/Ay-' {Ä < 3, A + & + / = 'ï^^!^ + 3) 

t^v'p' = 2(«— l).;tV*ty-'_«{rt— l)l^^'v'p'-\ 

Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung liUst sich der Exponent 
von p auf o herabdrücken, und man findet, durch Unterscheidung der 
drei Falle A = 2 , 1,0: 

;aV/,'-(2»-2y[ir(«)-i(«], 

li^'p' = (2«- jy[*(n)- i^ni-X») + s'C- ■)«n. 
(5) 

»y = (2» — 2)'[»t'>) — j'«*!«) + f'P— 0»'-f'(») 

-i^r'C -■)('- 2)»']. 
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Dies ist jedoch nur ftJr I < 2n — [ richtig, weil anderenfalls die Gleichung ' 
(3«) ihre Gültigkeit verliert. 

2. Um eine kurze Ausdrucksweise zu ermöglichen, will ich die ele- 
mentaren Bedingungen, welche sich auf das Getroflfenwerden gegebener 
gerader Linien beziehen, in der Bezeichnung weglassen. Die Bedingung 
fOr das Vorhandensein eines Doppelpunctes soll bezeichnet werden mit 

D, D,, D,, D„ 

je nachdem der Doppelpunct frei ist, oder in gegebener Ebene, in gegebener 
Geraden, oder an gegebener Stelle liegt; für Spitzen haben E, E„ u. s. w. 
die entsprechende Bedeutung. 

, B., B.„ B„ 

sind die Bedingungen, dass eine Ebene bertührt werden soll, bzw. dass 
der Beröhrungspunct in einer Geraden, oder an gegebener Stelle der 
Ebene liegt. Endlich bedeuten die symbolischen Factoren 

/". /■'. /-■. 

wie bei Herrn Schobert, dass die Ebene der Curve durch einen gegebenen 
Punct, bzw. eine gegebene Axe gehen soll, oder fest ist. 
Hiemach Iftsst sich z. B. die Gleichung (4) schreiben: 

[i)] = 3(n— i)'f'(«) — 2n{n— i)'ip(n), 

und die symbolische Multiplication mit fi hat hier, wie immer, zur Folge, 
dass V''(»), 0{n) bzw. in 0{n), F[n) Obergehen. 

3. Es sollen jet^t einige Formeln entwickelt werden, welche dazu 
dienen, die Zahl h eines gegebenen Systems zu bestimmen, und zwar zu- 
nächst für den einfachsten Fall rf = i , e = o. Dabei werden die folgenden 
Ausdrucke benutzt: 

(6) [B„] = n«) - *(«) - «(« - 2)Fin), 

(7) [B„] = *(») - (2« -.i)F(..) + n(» - I), 

welche als Ergänzungen der Gleichung (3») für i = c^o anzusehen sind, 
und, wie' diese, durch Anwendung des Correspondenzprincips auf Punct«- 
paare der Ebene s bewiesen werden. 
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In dem System (B,) aînd endlich viele Curven enthalten, für welche 
der Berührungspimet X in einen Doppelpunct übergeht. Verbindet man 
daher eine feste Gerade L mit den Puncten -X durch eine Ebene, welche 
die Cnrven noch in je w — i Puncten 1' schneidet, so ist [D,] in der Zahl 

(«- 0{X) + (J-j-Kn- .)t/'B.] + («- OWI 

der Coincidenzen von ¥ mit X enthalten. Da nun 

(!')== („-,)(X) + [B,], (X) = [B„], 

und da ferner eine Coincident auch dann eintritt, wenn die Curve ihre 
Ebene durch den Schnittpunct von L mit e schickt, findet man 

(8) [A] = [B.] + (« - i)[B.,] - »b'B.h 

oder mit Benutzung von (3.) und (6): 

[A] = (« - ^Äi'n») - (3« + ■)*{«) + 2»f (»)]. 

Eine Bestätigung erhalt man wie folgt. Aus der letzten der Gleichungen 
(5) ergiebt sich für / = 2, wie viele Curven zwei Ebenen £,,«,, berühren, 
Lässt man nun e, , e^ in eine Ehene e zusammenfallen, dann thetlen sich 
die fraglichen Curven in folgende vier Gruppen: Solche, die e in einem 
Puncte der Schnittgeraden von e^, s, berühren; die eine in e liegende 
Doppeltangente oder Wendetangente haben; endlich solche, die in e einen 
Doppelpunct haben; in Zeichen: 

(„ - l)'[4«-(«) - 4»*(«) + «'f («)] = [B„] + 2[r.] + 3[TT',] + [P,]. 

Nun braucht man, um 2[ï'j], [W^] zu erhalten, nur zu untersuchen, wie 
oft zwei der n — 2 weiteren Schnittpuncte der Curven (B,) zusammen- 
fallen, und wie oft einer derselben mit dem BerOhrungspuncte zusammen- 
fallt; durch Ausführung dieser leichten Rechnung findet man den obigen 
Ausdruck für [ZJ,] wieder. — 

Die Curven [-Dj,], [A] »ind bzw. in den Systemen (ß„), (ß^p) ent- 
halten, und auf dieselbe Art wie die Gleichungen (8) werden die folgenden 
bewiesen : 
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(9) [i>,] = [B.J + (« - i)[B^] - nifiB,,] + n 

= ¥'(«) — 20{n) — (3»* — 6n + I )?''(«) + 2»(n — 1)', 

(10) P.] = [ß^]-»[/'B.,]+i 

= *(n) — {3n — ï)F{n) + jn' ~ 2« + i . 

Die Verallgemeinerung der Gleichungen (6), (7) ergiebt sich einfach da- 
durch, dass man von einem Systeme {rf, e), statt von punctallgeineinen 
Curven ausgeht: 

(i i) [B,g, d, é] = [d, é\ — [/jl; d, é] — «(« — 2)[/i'; d, e] 

— 2[D^, d—i,é]~z[E„ d, e—i] 

{12) [B^, d, e] = [/i; d, é\ — (2« — i)[/*'; d, é\ + n{n~ i)[/('; d, é\ 

— 2\p„ d— I, e] — 3[S„, d, e— i]. 

Legt man femer das System {B,, d, e) anstatt des zur Gleichung (8) 
führenden (ß.) zu Grunde, so erhalt man, mit BerOcksichtigung der wegen 
der singularen Puncte anzubringenden Reductionen: 

(13) [A, ä, e] = [B„ d, e] + («— i)[S^, d, e]-n[fiB., d, e] 
— 2ß, ~p, + 2b. — 3^. — 3?, + 3C, . 

Hier beziehen sich die mit dem Index s versehenen ß,p,b auf den in e 
liegenden Doppelpunct des Systems (D., d — i, e), dagegen die f, g, c 
auf die bevorzugte Spitze des Systems (E,, d, e — i). 

In ahnlicher Weise lassen sich auch die Gleichungen (9), (lo) ver- 
allgemeinern, und liefern so, in Verbindung mit (11) und (12) die Mittel, 
Zahlen h von Systemen {d -\- i, e) durch Zahlen von Systemen {d, e) 
auszudrücken. 
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§ 6. 
BctMjtiele. Citrcen mit einem Pivnete hôJierer Vlelfaehh^t. 

I. Um die a-Formel auf das System (/)) anwenden zu können, 
braucht man nur die Zahlen 

» = [B], /.= [/.B], J = [D.] 

dcRßelben 7U kennen, welche bereits im Vorigen berechnet sind. Man 
findet 

t^B] = («-!)(»- J)|(3«'- 3» - II) [I n«) - 2n(<l(n)] 

+ w(2n* — 2n' — 5« — 6)JF(«) . 

Für das System {D,) dagegen ist 

" = [A], ß = [/.»,], i = [B,], 
also 

[X>.7>] = (gw' — 27«' — M + Zo)r{n) 

— (150* — 42n' — 6n' + 33W + 23)0{n) 

+ (6n* — 10«* — 6n' — 6on' + 116» — 2ä^F{n) 

— 2«(b l)(2»' + 3n'— 30» + 24). (->D 

Dasselbe ergiebt sich aus (13) für d = r, e — o. 

Durch Anwendung der yî-Formel auf die Systeme 

(B,), (B,), (B.), (B) 
erhftlt man 

[B,] = 2 ())(«) — 4(2»— i)F(») + 4(3«' — 3«+ Oi <■>» 

[£,]= 2r(«) — 8«>(«)— i2(«'_3M+ t)F(n) 

+ 8(2«' — 6fl* + 4n — i); (.>i> 
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[£,] = (8,1 - .2)*-(») - 4(3«' - 3» — 2)*(») + 8(3»' - 5» + >)*'(») 
+ 4n(» — i)'(«— 4)1 loi) 

[£] = 4(« — i){» — 2)[3»'(») — 4»*(«) + «(« + ■)*'(")]• 
■ Die ;^Formel, auf die Systeme (£,), {E) angewandt, giebt 

[S.] = (25»— 48)r(n) — (501.' — 64» — s6)lP(n) 

+ (192«' — 438» + 1 5 2) F(») + so«' — 384«' 

+ 774»'— 48811 + 96; • ,.>., 

[S] = {501t' — 192» + i68)¥''(n) — (looft' — 384«' + 336w)iJ(n) 
+ (10»'— 22ti* + 54»'— 294»' + 376»— 72)i''(») 

2b(« l)(32»' 114« + 84). (.>S) 

Aus (13) ergiebt sich für d = 1 , e = o, wenn angenommen wird, dass 
der Doppelpunct des Systems (1, o) in einer Ebene s, liege: 

[I)„D„] = (9«' — 18M + 2)ir{n) _ (18»' — 3011' + 6» — 20)«(») 

. + (9n* + i6n' — loin + 38)i''(») — I2n* — 36«* 

+ 152»"— 104» + 24. (.>■> 

Durch Zusammenfallen der beiden Ebenen s, , e, geht diese Zahl über in 

[i).,-ÖJ = 2[2B.] + [S.]; 

es Ifest sich daher auch [2D,] berechnen. 

FOr das System {2D) kennt man jetzt die Zahlen 

V = [2D], IX = [11, 2D], h = \P,D], {2d) = [5], 

und aus der «-Formel folgt 
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= (9""— 54»° + 9»*+ 423«'— 458«* — 829»+ i05o)l J ¥-'{»} — n0{n)\ 

-\ — (i8n* — 108«^ + 39«* + 727»" — 975»' + 13»' — • 1908»' 

+ 3364n— j2o)F{n) 

»(« — l){2«' — 10«^ — «* + 40«* — I I»* + 338B* — I2I2W + 840). 

Iiisbesoiidere erhält man für « = 3 die von Herm Schubeht berechnete 
Zahl 7280 der ebenen Dreiseite, welche 9 gerade Linien treffen. — 

Diese wenigen Beispiele werden genügen, zu zeigen, wie man allmälig 
zu Systemen mit grösserer Singularitatenzahl fortschreiten kann. 

2. Es soll schliesslich noch die Aufgabe behandelt werden, die Zahl 
der Plaiicurven mit einem r-fachen Puncte zu bestimmen, welche ausser- 
dem nur noch elementare Geradenbedingungen zu erfüllen haben. 

Man füge die Bedingungen hinzu, dass a verschiedene Tangenten des 
r-fachen Punctes X je eine von ct gegebenen Geraden i, , ...,£, treffen, 
und bezeichne das v dieses Systems mit /"(r, tr), wo das zweite Argument, 
wenn es Null ist, weggelassen werden soll. Der X-Ort hat im Allge- 
meinen Puncte mit jeder der festen Geraden gemeinschaftlich; es soll 
((-(r, tr — r) angeben, wie viele Cnrven den r-fachen Punct z B. in L^ 
haben; jede dieser Stellen ist (r — ff + i)-facher Punct des X-Ortes, denn 
, die betreffende Curve erfüllt r — (ff — i) mal die auf L^ bezügliche 
Systemsbedingung. 

Die Ebene, welche eine («r + r)*" Gerade i,+i mit den Puncten X 
verbindet, schneidet noch in je n — t Puncten Y, deren Ort von der 
Ordnung 

. + (»-r)(X) 

ist Daher ergiebt sich für die Zahl der Coincidenzen von Y mit X 

, + {n-r){X)-(«-T)y.f{z,„)], 

WO wieder der Factor pi symbolische Bedeutung hat, nftmlich das Hin- 
zutreten einer Ebenenbedingung zu den Systemsbedingungen anzeigt, 



y Google 



über Syateiue von Plancurven. 93 

Diese Coincideiizcn werden zum Theil dadurch vcranlusst, duss eine 
Tangente von X sowohl L^^i ale eine der <7 Geraden, z. B. i, trifft; 
und die Frage, wie oft dieses eintritt, kommt auf die beiden anderen 
zurück, wie oft eine Tangente von X in einer gegebenen, durch Z-, ge- 
legten Ebene liegt, und wie oft sie durch einen gegebenen Punct von 
I/^ geht. Erstercs findet, nach dem oben Bemerkten, 

(X)-(r-»+ i)^(r, »- I) 

Hiul Statt. Ferner erfüllen die [/if{T, «r)] Curven, welche ihre Ebene 
durch einen gegebenen Punct Q von i, schicken, die auf X», bezügliche 
Systemsbedingung entweder dadurch, dass eine Tangente von X durch Q 
geht, oder, und zwar r — <» + i mal, dadurch, dass die Ebene der Curve 
die Gerade L^ ganz enthält. Mithin ist die zweite der gesuchten Zahlen 

Mr, „)]-{z~„+ .)[,iY{r, «- .)]■ 

Um daher /"(r, a -\- i) zu erhalten, hat man von der obigen Zahl der 
Coincidenzen von Y mit X 

a\{X) + [^f{T, a)]]-a{T~^+ .)((.(r, ^- i) + [/iY(r, ff- i)]) 

abzuziehen, und findet, für <r < r 

/(r, „+i)-f{T,^) = {n-T~ a){X) - (« - r + a)[,if{T, a)] 

+ ff(r-ff + i){js{r, ff- I) + [/iy(r, ff- i)]J; 

für ff= T aber ist das erste Glied der linken Seite durch f{z+ i) zu 



Die etwa noch unbekannten Zahlen auf der rechten Seite lassen sich 
in derselben Weise reduciren wie /"{t, ff); und da die hinzutretenden Be- 
dingungen theils die Lage des r-facben Punctes, theils die Ebene, in 
welcher die Curve liegen soll, einer weiteren Beschrankung unterwerfen, 
so führt die hinreichend oft wiederholte Anwendung jener Gleichung auf 
Bekanntes. 

Man erkennt so die Möglichkeit, die gestellte Aufgabe, auch z. B. 
für den Fall eines freien r-fachen Punktes, zu lösen. Ich habe jedoch die 
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erfordcrlicliü Keclmußg nur für den Full durchgeführt, dtiäs der r-fuche 
Punct in einer gegebenen Geraden liegt, also j?(r, o — i) = o ist, und 
so gefunden: 

= r(4n* + 48»° + 142»»* -|- 202«' + 76«^ 4- 8«) 

+ r'(4n' + ÖOB* + 124»^ + I in* — 221»' — 80» — 44) 

+ r'(i 2n' — 48»* — 338n* — 258»" + 23» — 26) 

— r*(30»* + 155»' — 225»' — 125» — .26) — r*(8«' — 228»' + 67» — 10} 

+ r'(42n'— 105« + 14} — r'{24« — 16) + 4r''. 

Uurch Suiiiuiiruiig nach r ergiebt sich ein Ausdruck für [Pj], wenn 
[P*] = Win) bekannt ist. Aber die Herleitung der Gleichung setzt <f(rt) 
nicht als bekannt voraus; und da andcrerseitd [i'^] als Zahl der Gruppen 
von w in einer Ebene liegenden, in einem Puncte von g sich schneidenden 
Strahlen, welche « + 3 weitere gerade. Linien treffen, leicht direct zu er- 
mitteln, näinlich gleich 

<"tl(:)+^-H"r)Ct')("7')-n»>'-')(»+^H"+^) 

ist, so giebt die Summirung von r^ 1 bis r = » — i eine Bestätigung 
des in § 4 auf anderem Wege hergeleiteten Ausdrucks fQr <?*(«). 

Freiburg, im September 1884. 
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DEDUCTION ARITHMÉTIQUE 
D'UNE RELATION DUE À JACOBI. 

Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite 

PAB 

E. LIPSCHITZ 



Il y a quelque temps que voua m'avez fait savoir, comme vous 

jugiez désirable, que la relation de Jacobi 

• ■ K(o,çWo,çMo,,)^l{^^) 

fût établie arithmétiquement. Ces derniers jours j'ai réussi à en trouver 
une démonstration, que vous me permettez de vous communiquer. 

Je suis parti de l'observation, que, si l'on représente les fonctions 

fl,(o, g), /',(o, g), #j(o, g) h l'aide du produit infini II(i — g') = G{g), comme 
dans la lettre que j'ai eu le plaisir de vous adresser Je 20 Décembre 
[883, et qui a été imprimée dans les Acta matliematicn, T. 4, p. 
195 — 196, de sorte que l'on ait 

le produit des trois fonctions prend la forme 
qui, par l'équation 

G(j)0(î')0(-î) = e'{î') 
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se change dans l'expression 2q^G%q^). Or l'équation en question est 
transformée dans celle-ci 

qui coincide avec la formule (5) de l'article 66 des Funâamenta, et qui 
a été ramenée à des considérations purement arithmétiques par Jacobi 
dans le travail: Elementarer Beweis einer merkwürdigen analtftischen Fmmd 
nebst einigen atts ihr folgenden Zahlensätzen, Journal de Cbellb, T. 21, 
p. 13. Cela étant, j'ai essayé de démontrer l'équation dont il s'agit, en 
suivant une route semblable à celle de Jacobi. 

En désignant par a et c tous les nombres depuis — 00 à + ce, par 
b et f tous les nombres impairs positifs, on a 

*.(o, g) =. T{- <);'•, 

*! 

»,(0, s) = £jî'", 
i»,(o, g) = £}■■, 

Dans l'équation, qui est à établir, je prends les coefficients différentiels 
des deux côtés par rapport à la variable logj, ce qui donne la relation 

ou bien, en se débarrassant dos dénominateurs, 

iisi(»'+T+c'-9(-.r^r,<--Ç=o. 

Evidemment il suffit d'établir cette relation pour en conclure l'équa- 
tion proposée. 
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Comme les ]uttrefi a et c signitient lu même chose et les lettres b 
et f pareillement, il est permis de changer a avec c, et b avec f. 11 y 
a donc quatre expressions de la métne série qui, ajoutées ensemble, 
donnent le résultat 

£Err(«* + «' + j-9'<- ')■+(- '"(- o^ft"*^'"'*^ 

+ ££IS(»' + -^^ + j-iYi- ■)• + (- ■)•](- .r j,'*^'"'*? 



=2222 



X [(- 0" + (-«m- * ô + (- V]î 



.+*-+»'-(■ ^ 



D'ailleurs en remplaçant 2(0* + c*) par (rt + <*)'+ (« — r)* le double 
de la série devient égal à la somme de la série 



2222 



X [(- .)• + (- i)-i[(- o^» + (- 'vni"''*"*^] 

et de celle qui s'en déduit en substituant- — c au lieu de c. Mais ces deux 
séries se trouvant égales il suffît de démontrer que la première s'évanouit. 
Or l'exposant de g est égal à la quatrième partie de la somme de 
quatre carrés 

(20)' + i'+ {2cy + r, 

dont deux sont pairs, et deux impairs. Elle représente donc tous lejs 
nombres de l'une des deux formes 8n + 2 et 8n + 6. Pour la.première 
on a o + c = o (mod 2), pour la seconde a +-c= i (mod 2). Dans le 
deuxième cas il suit ( — 1)' + ( — 1)' = '^ (mod 2), partant dans notre 
série quadruple tous les termes, où o + c= i. (mod 2), sont nuls. Reste 
donc le double de la série 



2222(-)- 



>-(-')' r 



x|(-.Fi + (-.)^rl5' 



^]1 
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étendue à tous les nombres a et c, qui remplissent la condition 
0-1-^ = (mod 2). Mais on peut déduire de chaque combinaison de 
nombres a, b, c, f une combinaison a', h', c', f telle, que, partant de la 
première on arrive à la seconde, et que Ton a en même temps, en poiant 

*-i !-i t;-i /"-i 

(_ i) » = ß, (— 1) * = â, (— i) ' =ß, {—\)* = g, les deux équa- 
tions 

4 4 4 4 

(-,)•[(« + c)' - (^^) *](;» + i/-) 

+ (- .)••[(«• + c')'_(2^:^)']o9'i,' + sr) = o. ' 

Il suit des definitions données, que les quantités a + t: et -- ~ - sont 

paires, la quantité ~ est impaire. On peut donc toujours déterminer 

5 = + [ de sorte que la condition 

„ + c+,i^±^)=x (mo<l4) 

soit !3atiR(iiît<>. Maintenant faisons 

a — c = a' — c'. 
Alors viennent les équations 



<>■/■■ = -:(» + c) + s (e±*), 
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où 

2a' = o, 2c' = o, ßfh'=\, fff'^i {mod 4), 

puis: 

■ [(« + c)'-(^0'] ('* + *« 

_ -[(a' + .r-(ö^)']£(/?6' + m- 

Il s'agit donc de démontrer la relation 

(- I)- = (- 0-£- 

Mais noua avons 20' — 20 = — (a + *') + ^ > 

2a' — 2a = — (a + c) + s f j (mod 4) 

1= („ + c) + £(^^'') {mod 4). 
partant 

2a' — 20 = — I + sß^ = — I + s {inod 4), 
ou bien 



ce qui donne la relation cherchée. Il est donc fondé, que dans la série 



IIIS(-o'[(« + ^r- 



où a + c = o(mod 2), tous les termes pris deux à deux se détruisent, et 
que pour les cas où l'on a les équations a = a', c = c' les termes cor- 
respondants de la série deviennent égaux à zéro. La série s'évanouit 
donc toujours, ce qu'il fallait démontrer. 

Pour les combinaisons de nombres a, h, c, f, où c diffère de zéro, il 
n'est pas sans intérêt de considérer la combinaison a", h", c", /", 7 = ±1. 
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qui correeporid à la combiiiaieion a, b, — c, f. Alors nos équations 
donnent 

2 ' 2 ' \ 2 / 

ßb — Sf „ , „ 

a -^r C = a — c", ^ = a' + c'. 

En éliminant, les nombres a, b, c, f, on trouve 

ß'b' + sr ^ / ß"b- + å"r \ 



a' + c' = a" + c", 

ce qui fait voir, qu'à la combinaison a', b', — c', f correspond la com- 
binaison a", b", — c", f". On a donc ces trois couples de combinaisons 

{a, b, c. f) et («', b; c", f) 

(«, b, — c, /■) et {n"f h", c", f") 

(«', b', — c', f) et {a", b", — c", f"). 

Pour celles, où a diffère de zéro, on peut faire de la manière semblable; 
mais dans les cas où n = o et c = o les trois couples de combinaisons 
rentrent dans un seul. 

Bonn, 2 Février 1885. 
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Herr J. Molk hat in »einer schönen Abhandlung: Sur une notion qui 
comprend celle de la divisibilité etc. (Acta mathematica, Bd. 6), durch 
welche er sich das Verdienst erworben hat, einen Teil der fundamen- 
talen KRONECKEu'schen Untersuchungen in ausgeführter Darstellung zu 
geben, eines Satzes Erwähnung getan, den ich ihm gelegentlich mitteilte. 
Er findet sich Cap. IV, § i, Nr. 6 seiner Arbeit; die Anführung iiiciiies 
Namens daselbst giebt mir Veranlassung, das Theorem hier mitzuteilen. 
In geometrischer Äusdrucksweise lautet dasselbe: Geht eine algebraische 
Curve F(Xf y) = o durch sämtliche Schnittpunkte zweier anderer alffebraischen 
Curven f[x, y) = o, f^{x, y) = o, dann ist eine Potenz der l'onction F(x, y) 
als lineare homogene Function von f{x, y) und f^{x, y) darstellbar, d. h. es 
wird 

H^, vY = f{-^y y)-9{xy y) + /i(*, y)-9i{^, y\ 

wo die g, g^ wie f, /"„ F ganze Functionen von x, tj bedeuten. 
In der bequemen KitOMECKEK'schcn Schreibweise hcisst dies: 

Fix, yY = o; [mod {f{x, y), f,{xr y)]. 

Wir setzen, ohne der Allgemeinheit zu schaden, voraus, dass f, f^ keinen, 
gemeinsamen Teiler haben. 

Nehmen wir zuerst die lineare Substitution 

ç = CLC + ^^, ■q=Yx^ôy- 

iBprlB« t( ST Arrll 11». 



y Google 



mit uiibeetiimiitcri Coefficicnteii vor, und führen dadurch f, /", in jr(f, iji), 
Fi(^t 'î) über, dann kann man es durch passende Wahl von et, ß, j-, d 
bewirken, dass die beiden Eliminationsreeultanten fQr ^ = o, ^^ = o 
nämlich Ä,{f) = o, R,{7}) = o nur fdr die vielfachen Schnittpunkte von 
ff, f:^ vielfache Wurzeln besitzen und zwar genau in der Multiplicit&t 
der, entsprechenden Schnittpunkte. Sind also f,, ij, ; f,, ly,; . . . ; f«, tjt 
sämtliche von einander verschiedene Wertëysteme, welche gleichzeitig 
fp(fj )?) = o, jc,(f, rj) = o befriedigen, dann wird 

ü,(f) = (f_f_y.(f_f,),,..(f_f,y.. 
■B.('!) = (■?-'!,)''('»-'?,)"••■ ('»-■J.y'. 

und /i„ giebt die Multiplicitat von f^, )y„ an. 

Fohren wir ferner eine neue Variable u durch die Subetitution 

mit willkürlichem, unbestimmten o und mit t = i an die Stelle von jj 
ein, und setzen dementsprechend »„ = (Tf„ + iiy„, so mögen jc(f , ly), je/f , ij) 
weiter in w($, m), Ä,(f, u) Obergehen. Die Resultante dieser beiden Aus- 
drücke liefert dann bei der Klimination von f eine Function, welche 
durch Specialisirung in die beiden Formen (i) gebracht werden kann, und 
die folglich die Form hat 

(2) . R{u) = A(î, u).h{0, u) + A,(f, M).A,(f, w) 

= {« — w,)'^ (m — «,)-^ . . . (tt -- »t)"' . . 

Hebt man den Factor (« — «„)''- hervor, so kann man setzen 

(h — «J''-S„(«) = Ä(m) = o; [nwd{ôi, Ä,)] 

und daher, wenn man auf die Variablen Ç, rj zurückgeht, 

- 3) k(ç-f„)+r(,-7J]''-.n[*7(f— e,)+r(7-)?,)}V = o; mod (p. yr.)' 

{/9 = I, 2, . . . , a — I, « + I, . . . , A). 

Du a willkürlich ist, müssen in der Entwicklung von (3) die Coefficienten 
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der einzelnen Potenzen von «r einzeln congruent Null mod (f,. jr,) sein. 
Die höchste Potenz liefert unmittelbar 

(4.) {(-i.Y-p.=o-r p. = n(f-fj>-s, 

wobei also P„ far alle $,, $,, . . . , f^ mit Auanahme von f„ verschwindet. 
Vergleicht man femer die Coefficienten der nftchst hohen Potenz 
von <r auf beiden Seiten der Congruenz (3) so folgt 

und daraus durch Multiplication mit II(f — ^ß) und unter Bernckaicliti- 
gung von (4.) 

(4.) (f-«--'fe->?.)-« = Oi P.=-U{S-l,p*'. 

Sucht man weiter den Coefficienten von r' auf, so findet sich 

und daraus durch Multiplication mit ir(f — f^)' und unter Bertlcksichti- 
gung von (4.) und (4b) 

(40 ((-Ly---(v-v.r-i'.'^o; i^' = n(f-e,)v". 

In genau derselben Art findet man allgemein 

(4) 

?ï' = n(e-î,)'**', 

wobei also P*/' für f = f „ nicht verschwindet. 

Nachdem dieser Hülfssatz bewiesen ist, nehmen wir eine Curve 
(p = o, welche durch die samtlichen Schnittpunkte von jf = o, ff, = o 
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geht, oder cine Function 0($, yj), di« för alle Systeme f,, ijj; f,, :j,; .,..; Ç^, ly^ 
verschwindet, welche ^{$, ly) = o, f|(f, ç) "= o gleichzeitig befriedigen. 
Dann ißt 

(5) *(f , ï) = (f - y «'(f. ■?) + (■!- 7.) «'. (f. ■»). 

■und durch Erhebung in die /tj* Potenz und Multiplication mit P*"''' findet 
man 

(6) 0{$,yjY''.P>'^~O; [mod(5r, jfj]. 

Es bezeichne nun /i den höchsten der Exponenten jU,, /t,, . . . , /j,, dann 
kann notOrlich in (6) /i^ durch ft ersetzt wertlen; multiplicirt man ferner 
mit einer noch unbestimmten Grösse ?(„ und summirt Aber a= i, 2, ..., k, 
so crgiebt sich 

(7) <P(f . vYl^iP^ + tt,P, + . . . + u,P,] = o; [mod (p, j.,)]. 

In dieser Congruenz kann die Klammer, welche ausser von den unbestimm- 
ten Grössen nur von Ç abh&ngt, für keinen Wert dieser Variablen ver- 
schwinden. Folglich lassen sich die u als Functionen von f so wählen, 
dass der. Wert der Klammer gleich einer Constanten, z. B. gleich Eins 
wird. Es entsteht also das zu beweisende Resultat 

0(f, )y/ = o; [mod((f, ic,)] 

mit dem Zusätze, dass die Potenz, wdche ausreicht, um die geforderte Dar- 
sleUung m ermöglichen, gleich der höchsten hei den Schnitlpunklen auftre- 
tenden Muhiplicifdi sein wird. 

Berlin, März 1885. 
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Ober verschiedene 

THEOREME AUS DER THEORIE DER PUNCTMENGEN 

IN EINEN 

n-FACH AUSGEDEHNTEN STETIGEN RÄUME G,. 

ZWEITE MITTHEILUNG ' 

voir 

QEOfiÖ CANTOR 

Ib BALLB. 

Indem ich die weitere Darstellung meiner Untersuchungen Ober Punct- 
mengen beginne, will ich zunächst in § i kurz diejenigen hierher gehörigen 
Sätze anführen, welche theils schon in einer Abhandlung sich vorfinden, 
die ich im XXIIP" Bande der Mathematischen Annalen, p. 453 ver- 
öffentlicht habe, tbeils auch in Aufsätzen der Herren Bendixson und 
Phragméh (Acta mathematica, T. 2, p. 415 und T. 5, p. 47) von 
anderen Gesichtspuncten aus behandelt worden sind. Dabei m(k;hte ich 
mich auf eine einfache Erklärung und Formulirung der in Betracht kom- 
menden Theoreme und auf eine Andeutung ihrer Beweise heechrtoken; 
denn die ausführliche Entwickelung kann in der erwähnten Annalen- 
arbeit gefunden werden. 



£3 ist eine sehr h&ufig in der Pu netmengen lehre auftretende Erschei- 
nung, dass Eigenachaften von Punctmengen in Betracht kommen, die den 
folgenden beiden Bedingungen genügen: 

' Fortsetiaog dei Aufaatiei in Acta matherasticft, T. 2, p. 409. 

Atla naMimaiifa. I. Impilmt la ïl Uui 18U. ]4 
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Erstens: wenn P irgend eine mit der betreffenden Eigenschaft behaftete 
Punctinenge innerhalb eines Gebietes 3 von G, bedeutet, wo S gam iin 
Endlichen liegt, und man zerlegt H mit gehöriger VertheÜung der Be- 
grenzungsstücke in eine endliche Anzahl von TheügeJneten H^, H^, ..., H„, 
in welche resp. die Theilmengen P,, i*,, ..., P^ von P fallen, so hat 
immer mindestens eine von diesen Theilmengen ebenfalls die betreffende 
Eigenschaft. 

Zioeitens: ist P irgend eine mit der betreffenden Eigenschaft begabte 
Punctmenge, so hat immer auch P + Q dieselbe Eigenschaft, was auch 
Q sei. 

Ich will nun unter /' irgend eine PunctmengenbeschaffenheU verstehen, 
welche diesen beiden Bedingungen genügt; dann gilt der folgende all- 
gemeine Satz: 

Theorem I. i>Ist E irgend mn ganz im Endlichen liegender continuir- 
licher Theil von G, und P &.ne in H enthaltene ' Punctmenge mit der Eigen- 
schaft y, so giebt es wenigstens einen Punct g von H in solcher Lage, dass, 
wenn K{p) " die n-dimensionale Vollkugd mit dem Mittdpunct g und dem 
Radius p ist, derjenige Bestdndthetl von P, welcher in das Gebiet K{p) 
fällt, stets die Eigenschaft Ï' hat, der Radius p der Vollkugel mag so klein 
genommen werden, wie man wolle.^ 

Unter einer (thgeschlossenen Punctmenge (ensemble fermé) verstehe 
ich eine solche P, bei welcher die Bedingung erfüllt ist: 

(i) - %{P, P"') = P'\ 

Dagegen nenne ich eine Punctmenge P insichdicht (ensemble condensé en 
soi) wenn bei ihr die Gleichung erfüllt ist: 

(2) %{P, P^") = P. 

Ist eine Punctmenge so beschaffen, dass sie keinen insichdichten Bestand- 
theil hat. so nenne ich sie eine separirte Punctmenge. 

Zur Erläuterung dieser Definitionen führe ich an, dass jede perfecte 
Punctmenge soiwM abgeschlossen, wie auch insichdicht ist, dass die Ableitung 
rinpr insichdichten Punctmenge stets perfect ist und dass die isolirten Punct- 
mengen eine besondere Art von separirien Mengen bilden; auch sind alle 
abgeschlossenen Punctmengen erster Mächtigkeit (wegen Theorem A) eben- 
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sowohl, wie alle Mengen der Form P — 2)(-P, P'^^) separirte Mengen; 
letztere Behauptung kann leicht mit Hülfe des gleich folgenden Theorems 
in bewiesen werden. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird sich der 
Satz ergeben, dass edle separirlen Mengen höchstens von der erst&i Mäch- 
tigkeit sind. 

Theorem II. »is* eine in G, vorkommende Punctmenge P so beschaffen, 
dam, wenn H ein^'gam im Endlichen befindlicher Theil von 0„ ist, alsdann 
immer der in 3 enthaltene Bestandtheil von P endlich ist oder die erste 
Mächtigkeit besitzt, so ist P selbst entweder endlich oder von der ersten 
Mächtigkeit.!) 

Theorem HI. ^Es sei Q irgend eine abgeschlossene Punctmenge und 
R eine Panctmenge von solcher Beschaffenheit, dass erstens M keinen Punct 
mit Q gemein hat, wie auch zweitens, dass, wenn S irgend ein stetiger J5e- 
standtheil von G„ ist, in den kein einziger Punct von Q fällt, alsdann der 
zum Gebiete H gehörige Bestandtheil von R endlich ist oder die erste Mäch- ■ 
tigkeit hat, so ist auch B selbst höchstens von der ersten Mächtigkeit. t 

Zum Beweise des letzteren Theorems bediene ich mich eines M-fach 
ausgedehnten, aus einem oder mehreren getrennten stetigen Theilen be- 
stehenden Raumthcils, den ich mit: 

n{p, Q) 

bezeichne, weil er sowohl von einer beliebigen positiven Grösse />, wie 
auch von der abgeschlossenen Menge Q abhangt; er geht dadurch aus 
der Menge Q hervor, dass man sämmtliche n-dimensionalen VoUkugeln 
vom Radius p zusammennimmt, deren Centra zu Q gehörige Puticte sind. 
Wegen der in Bezug auf jß gemachten Voraussetzungen fällt in den 
Raumtheil: 

a.-n(p, Q), 

wie klein auch p sei, stets ein Bestandtheil von R, der höchstens die erste 
Mächtigkeit hat und andererseits kann p immer so klein gewählt werden, 
das8 dieser Raumtheil G^ — "(jOj Q) einen beliebig vorher ins Auge - 
gefaasten Punct r von R enthalt, da sonst dieser. Punct auch der «Ä- 
geschlossenen Menge Q angehören wOrdc. Daraus schliesst man leieht, 
indem man p unendlich klein werden Iftsst, dass R selbst höchstens die 
erete Mächtigkeit besitzt. 

Theorem D. y>Ist P eine innerhalb ö„ gelegene Punctmenge von soldier 
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Beschaffenheit, dass ihre erste Ablâlung P"> dhe hßhere MächtiffkeU hat, als 
die erste, so ffieht es immor Puncte, wdche allen Ableitungen P*'* mgläch 
angehören, wo a irgend eine Zahl der ersten oder eafeUen Zahlenclasse ist 
und der Inbegriff aller dieser Puncte, .der nichts Anderes ist als P-'", üf 
stets eine perfects Mengc-b 

Theorem E. y>l8t P von dersdöen Beschaffenheit wie in Theorem D 
und ist S = P""* die perfecle Menge, deren Existent in Theorem J) aus- 
gesprochen ist, so ist die Different: 

R = jpi^y— s 

stets höchstens von der ersten Mächtigkeit und es lässt sich daher die erste 
Ableitung P*" einer solchen Punctmenge P in zwei Bestandtheile R und S 
zerlegen, derart dass: 

P<" = iî + &' 

wo R höchstens von der ersten Mächtigkeit und S eine_ perfecie Menge ist.T 
Theorem T, ^Ist P von derselben Beschaffenheit wie in den Theoremen 
D und E, so gi^ es stets eine kleinste der ersten oder eweiten Zahlenclasse 
mgehörige ZaU a, so dass: 

F"" = F--'*" = P"*" 

wo X eine gam beliebige endliche oder transßnite Zahl ist und es ist (Uso 
bereits die a" Ableitung von P gleich der perfecten Menge S, d. h. man hat: 

P<-> = p<^ = 5.» 

Theorem G. ^Ist B die in Theorem E vorkommende Menge, a die 
in Theorem F so bezeichnete Zahl, so ist immer: 

%iR, Ä") = o 
und umsomehr: 

%{B, Bf*) = o.B 

Dieses letzte Theorem G rOhrt von Herrn Bënoixson her. Die Be- 
weise dieser S&tze D, E, F, G beruhen sowohl auf den Theoremen I und 
IIT, wie auch auf den früher gebrachten Theoremen Â, B, G; die Aus- 
führung hiervon findet ùch in den Mathematischen Ânnalen, Bd. XXIII. 

Die Ableitung P^'* und daher auch alle höheren Abl^tungen irgend 
einer Punctmenge P sind stets abgescfdossene Mengen und es lasst sich 
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leicht auch das Umgekehrte beweisen, dass Jede abgeschlossene Menge als 
die erste (oder auch höhere) Ableitung von anderen Mengen dargestellt 
werden kann (Mathematische Annalen, Bd. XXIII, p. 470); daher 
sind wir im Stande auf Grund unserer Theoreme Folgendes über die ab- 
geschlossenen Mengen zu behaupten : 

Theorem. H. ulst P irgend eine abgeschlossene Punctmenge, so besieht 
dieselbe immer atts zwd wesentlich verschiedenen, getrennten Bestandtheilen R 
und S (von welchen einer audi Null sein kann), so dass: 

(3) P^B+ S, 

WO R eine separtrte Menge und höchstens von der ersten MäcMigkeit, 
während S, falls sie nicht gleich Null, eine perfecte Menge und daher (Acta 
mathematica, T. 4, p. 381) ' von der MäclUigkeit des Linearcontinuttms ist. 
Falls die abgeschlossene Menge P endlich oder von der ersten Mächtigkeit ist, 
verschwindet der Theil S und man hat alsdann von einem gewissen kleinsten 
a der ersten oder zweiten ZaUenclasse an (welches kleinste a stets von der 
ersten Art ist); 

P«"' = 0. 

Ist aber die abgeacålossene Menge P von hölierer als der erste» MäclUigkeit, 
so ist S immer eme von Null verschiedene perfecte Menge und man hat von 
einem gewissen kleinsten a der ersten oder zweiten ZaUenclasse an: 

und somit auch: 

P''> = S. 

Die separirte Menge R hat dabei die Eigenschaft, dass: 

%{R, Ä"») = S)(B, R">) = o. 

Alle abgeschlossenen unendlichen Punctmengen sind enttveder von der ersten 
Mächtigkeit oder von der Mächtigkeit des Linearcontinuums (Mathema- 
tische Annalen, Bd. XXIII, p. 488).» 

Ich will nun im Folgenden zeigen, wie sich alle diese Satze auf 
bäieb^e, also auch auf nicht abgeschlossene Punctmengen verallgemeinem 
lassen. 



' Mao vergleiche aucli : I. BENDixeoN, Sur la puissance des ensembles parfaits de points 
(BihftDg till Srenska Vcteoskapsakademiens handlingar Bd. 9, N° 6, 1884). 
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Ist eine instchdichte Punctmenge P so beschaffen, dase der in hin- 
reichend nahe Umgebung (d. h. Vollkugel mit dem betreffenden Punct 
als Centruin) jedes ihrer Puncte fallende Bestandtheil derselben stets, d. h. 
för die ihre Puncte eine und dieselbe Mächtigkeit hat, so wollen wir eine 
solche insichdichte Menge eine homogene Punctmenge nennen und wenn ■ 
jene Mächtigkeit die «** ist, so möge P eine homogene Punctmenge a*" Ord- 
■ nung heissen. Es ist leicht zu zeigen, dass eine homogene Menge «"' Ord- 
nung immer- selbst von der a**" Mächtigkeit ist 

So ist z. B. die Menge aller rationalen Zahlen eine homogene Menge 
erster Ordnung, die Menge aller irrationalen Zahlen aber eine homogene 
Menge von der Mächtigkeit' des Linearcontinuums. 

Sei nun P eine ganz Miebige Punctmenge innerhalb G,. Sie wird 
aus zteeierlei Puncten bestehen; die ersteren liegen so, dass in hinreichend 
naher Umgebung von ihnen keine anderen Puncte von P fallen, es sind 
dies sogenannte isolirte Puncte von P; die anderen Puncte von P sind 
gleichzeitig Grenzpuncte von P, gehören also auch als Puncte zu P*". 

Den Inbegriff der ersteren wollen wir mit Fa bezeichnen und die 
Adhärenz^ von P nennen; der Inbegriff der letzteren werde mit Pc be- 
zeichnet und heisse die Oohdrenz von P. 

Wir haben alsdann: 

(4) I'c = %{P, P'>) ■ 

(5) P=Pa-\-Pc. 

Pa und Pc sind also bestimmte Theile von P. 

Pa ist immer eine isolirte Menge oder Null; Pc braucht weder das 
eine noch das andere zu sein, auch ist klar, dass Jeder insichdichte Be- 
standtheil von P zugleich Bestandtlteil von Pc ist und dass Pc dann und nur 
dann gleidi P {daher Pa = o uml umgekehrt) ist, ivenn P eine insichdichte 
Menge ist. 

Auf Pc können wir dieselbe Zerlegung anwenden und haben, wenn 
R-c mit Pc' bezeichnet wird: 

Pc = Pea + Pc'; P « Pa + Pea + Pc\ 
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Wird die v-malige wiederliolte Anwendung der Operation c auf P mit 
Pcf bezeichnet, Bo hat man auch: 

P = Pa + Pca + Pc^n + . . . + PC'^a + Pc'. 

Pd" heisse die v*" Cohärenz von P. 

Eb lagst ' sich nun aber auch auf Grund voUstàndiger Induction der 
Begriff der ;-"'' Cohärenz von P definiren, wo -f eine beliebige transfinite 
Zahl ist. 

Bedeutet ;■ eine transfinite Zahl der ersten Art, so definirt man: 

(6) Pc' = {Pc'-')c. 

Ist aber ;- eine transßmte Zahl der zweiten Art, so sei: 

(7) i'c^ = 3){..., P(^, ...). 

wo f alle Zahlen zu durchlaufen hat, die kleiner sind als y. Zum Ver- 
ständniss der letzten Gleichung (7) beachte man, dass stets P</ ganz in 
Pi/' eîithalten ist, wenn f <f ist. 

Nach diesen Festsetzungen besteht für alle Zahlenpaare ;- und å die 
Gleichung: * 

(8) {Pc')€' = Pc^' 

'und, was auch y für eine finiie oder transfinite Zahl sei. wie leicht zu 
beweisen, das folgende Theorem: 

{9) - P= i:Pc^a+ Pd. 

Hier haben die verschiedenen Bestandtheile der rechten Seite Pc^a und 
P(f unter einander keinen Zusammenhang, d. h. keine gemeinschaftlichen 
Puncte; jedes Glied Pc'a stellt als Adhärenz von Pt/ eine isolirte Menge 

dar, die Summe JlPt/a selbst ist offenbar immer eine s^arirte Menge» 

/-». 1, ...<)■ 
weil jeder imicMickte Bestandtheil von P auch Bestandtheü von Pif ist, 
mithin jene Summe keinen insichdichten Bestandtheil haben kann. 

Es soll nun bewiesen werden, y>das tcenn P eine separirte Menge ist, 
alsdann eine der ersten oder zweiten Zahlenclasse ungehörige kleinste Zahl a 
existirt, so dass: Ptf = o und daher auch Pd'^^ = o, dass aler wenn P 
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nicht eine s&parvrte Menge ist, alsdann eine ebensolche Zahl <t in der ersten 
oder zweiten Zahlenclasse vorhanden ist, so dass P<f, und daher auch P<f*^ 
eine insichdichle Menge ist."» 

Den Beweis des zuletzt behaupteten Satzes führen wir wie folgt. 

1°. Betrachten wir zuerst den Fall, dass P von der .ersten Måchtigheii 
ist und wenden den in (9) ausgesprochenen Satz für y = it ü,n, -vio Q die 
kleinste Zahl der dritten Zahlenclasse ist, so haben wir: 

P = TPc^'a + Pc'^. 

/-M.» »,...<ß 

Waren nun auf der rechten Seite alle Glieder P</a von Null verschieden, 
Bo hatte diese Seite unsrer Gleichung zum Mindesten die zweite Mächtigkat, 
das gleiche würde also auch von der linken Seite, d. h. von P gelten, 
gegen unsere Voraussetzung, dass P die erste Mächtigkeit besitzt £s 
muss also Zahlen ;*' und unter ihnen eine kleinste a geben (denn es ist 
eine Eigenthümlichkeit der ganzen Zahlen, daes jeder Inbegriff von solchen, 
möge er aus endiichen oder transfinÜeH Zahlen bestehen, ein Minimum 
besitzt), so dass: 

Pcfa =- O. 
Kun ist aber: 

PC = pffa + P(^+', 
daher: 

P(f = Pc"+' - {Pd^y. 

Ist hier P(f von Null verschieden, so folgt aus der letzten Gleichung, 
dass Pc° und daher auch Pcf'^*' eine insichdichle Menge ist. Ist P eine 
separirte Menge, so kann nicht P(f dne insicbdichte Menge sein und ist 
folglich Null; ist aber P keine separirte Menge, so kann it" nicht Null 
sein und ist folglich insichdtcht. 

2". Gehen wir nun zu der Annahme über, das$ P eine höhere Mäch' 
tigkeit hat, (ds die erste. 

Die Eigenschaft eine höhere Mächtigkeit, als die erste zu haben, genügt 
den beiden Bedingungen, welche wir zu Anfang dieser Arbeit angeführt 
haben, sie ist also eine solche, auf welche das Theorem I Anwendung 
findet, worin wir daher unter V die soeben characterisirte Mengenbeschaffhi' 
heit uns denken können. Wenn man ausserdem noch das Theorem II be- 
rücksichtigt, so folgt, dass im Kaum (?, Puncte q vorhanden sein mtlssen 
derart, dass in Jede um q als Mittelpunct mit dem Radius p beschriebene 
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n-dimensionale Vollkugel K{p) ein Bestandtheil von P fallt, welcher eine 
höhere M&chtigkeit hat, als die erste. Bezeichnen wir <}en Inbegriff aller 
dieser Puncte q mit Q, so sieht man leicht dass Q eine (Ageschlossene 
Menge ist; denn jeder Grenzpunct von Q erfüllt dieselbe Bedingung, wie 
diejenige ist, durch welche wir die Puncte q defînirt haben, er gehört 
also selbst zu Q. 

Die beiden Mengen P und Q mQssen nan gemeinschaßliche Puncte 
haben, oder mit anderen Worten, es ist S)(P, Q) von Null verschiedet. 

Dies folgt aus Theorem III, wenn wir darin an die Stelle der mit 
R bezeichneten Menge unsere Menge P setzen, w&hrend die dort mit Q 
bezeichnete die Bedeutung der uns hier vorliegenden Menge Q erhalt. 

Betrachten wir nÄmlich einen stetigen Theil H von G,, in den kein 
Punct von Q fallt, so wird der in das Crebiet H f(ülende Bestandtheü i*, 
von P höchstens von der ersten Mächtigkeit sein; denn ware P, von höherer 
Mächtigkeit, so wQrde es nach dem soeben Bewiesenen eine Menge Q^ 
geben, die zu P, dasselbe Verhaltniss liat, wie Q zu P und es würde 
offenbar Q, ein Bestandtheil von Q sein, der ganz innerhalb des Gebietes 
H läge, gegen die Voraussetzung, welche mit Bezug auf H gemacht 
worden ist. 

Ware also %{P, Q) = o, so wären beide Bedingungen, denen das 
Theorem III unterliegt, erfüllt und wir worden daraus schliessen können, 
dass P selbst eine Menge von höchstens der ersten Mächtigkeit sei, wahrend 
wir, es doch hier mit einer Menge P von höherer Mächtigkeit zu thun haben. 
Also ist 5)(P, Q) von Ntdl verschieden. 

Fassen wir nun die Menge 3)(P, Q) naher ins Auge und bezeichnen 
sie mit V. Sie besteht aus den zu P gehörigen Puncten v, die eine 
solche Lage haben, dass in Jeder Umgebung von v Puncte von P liegen, 
deren Inbegriff von höherer Mächtigkeit ist, als von der ersten. Kein 
Rinct V von V ist ein isolirter Punct von V und P; denn umgeben wir 
V als Mittelpunct mit einer beliebigen Vollkugel K{p), so fallt in die- 
selbe ein Bestandtheil F, von P, der von höherer als der ersten Mächtig- 
keit ist; das letztere können wir auch von der Menge V^ — v sagen, die 
aus F, hervorgeht, wenn man von letzterer den einzigen Punct v in Abzug - 
bringt; daher rauss es nach dem vorhin für P Bewiesenen auch unter 
den Puncten von F, — v solche geben, dass die in jede Umgebung von 
ihnen fallenden Bestandtheile von Fj — v eine höhere als die erste Mäch- 
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tigkeit besitzen und letztere Puncte sind offenbar auch Puncte von V. 
Man BÎeht also, daas wenn ein beliebiger Punct v aU Mittelpunct mit 
einer Vollkugel K{p) von beliebig kleinem Radius p umgeben wird, in 
das Innere dieser Vollkugel noch andere Puncte von V hinein fallen, als 
v; ea ist also v sicherlich kdn isotirter Punct von F. 

Da nun bewiesen ist, dass Jeder Punct v von F ein Chrempunct von 
F ist, 80 ist F eine insicMichte Menge. 

Wir sehen daher, dass jede Punctmenge P von höherer als der ersten 
Mächtigkeit einen bestimmten insichdichten Bestandtkeil F besitzt, der aus 
allen Puncten v von P zusammengesetzt ist, welche eine solche Lage haben, 
dass in jede Um v als Centrum beschriebene Vollkugel K{p) ein Bestand- 
theil von P hinein feilt, der von höherer als der ersten Mächtiffkeit ist. 

Daraus - folgt zun&chst, dass eine separirte unendliche Menge stets von 
der ersten Mächtigkmt ist; denn wir nannten separirte Menge eine solche, 
die keinen insichdichten Bestandtheil hat; ware sie von höherer als der 
ersten Mächtigkeit, so mOsate sie nach dem soeben Bewiesenen einen in- 
sichdichten Bestandtheil besitzen. Bei dieser Gelegenheit möchte ich er- 
wähnen, dass auch Herr Bendixson, wie ich von ihm brieflich erfahren, 
einen ähnlichen Beweis dieses letzteren Satzes gefunden hat, nachdem ich 
ihn zur Untersuchung dieser Frage angeregt hatte. Kehren wir tiun 
unter der vorliegenden Annähmet dass P von höherer Mächtigkeit, als der 
ersten ist, zu der Gleichung (9) zurück und setzen auch hier ^^ Si, be- 
trachten also die folgende Gleichung: , 
P = TP(/a + Pc^. 

/-o,i.,...»....<o 

Der Bestandtheil ' ^Pd'a der rechten Seite, welchen wir H nennen 

r"»»,! ".-Kii 

wollen, stellt, wie schon früher hervorgehoben worden ist, eine s^ta- 
rirte Menge vor, weil jeder insiclidickte Bestandtheil von P auch in jeder 
Cohärenz von P, also auch in Pc'^ enthalten ist; jeder insichdichie Bestand- 
theil von B wäre auch ein solcher von P, und daher auch von Pc", was 
dadurch ausgeschlossen ist, dass %{It, Pc^ = o ist 

It als separirte Menge hat, wie wir gesehen, hîichstens die erste Mäch- 
tigkeit 

Nun ist: 
(10) B = T.Pâ'a 
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und wir schlieesen ans dieser Gleichung, dass unter den Gliedern Tt^a 
der rechten Seite solche vorhanden sein müssen, welche verschwinden, 
weil sonst B von Mh&rer als der ersten Mächtigkeit sein würde. Ist dar- 
nach a die Hdnste der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehörige Zahl, 
för welche: 

P<fa = o, 

so folgt daraus, dass: 

Fe = {Pc")c. 

Hier ist der Fall P(f = o ausgeschlossen, weil P<f zum Mindesten aus dem 
insichdichten Bestandtheil V von P besteht; also ist Pc' und daher auch 
Pif+i — p(.a gine insichdichte Menge. 

Der mit V bezeichnete insichdichte Bestandtheil von P, dessen Existenz 
in dem Falle nachgewiesen ist, dass jP eine höhere Mächtigkeit, als die 
erste hat, ist Bestandtheil der insichdichten Menge P(f = Pc"; bezeichnen 
wir nun den Inbegriff ailer übrigen Puncte von PC mit U, derart dass: 

(il) Ptf = Pc^= U-\- V, 

so sieht man leicht, dass Ü nur Null oder eine homogene Menge erster 
Ordnung sein kann. Denn in jeder Nahe eines Punctes u von ü fallen, 
da P(f insichdicht ist, unendlich viele Puncte von Pc"; diese können aber 
in hinreichender Nahe nur dem Theil U, nicht aber dem Theil V an- 
gehören, weil sonst m nach der Definition von V ein Punct der letzteren 
Menge sein würde; es liegen also in Jeder Umgebung von u andere Puncte 
von V, deren Inbegriff aber keine höhere Mächtigkeit, als die erste haben 
kann, weil sonst ebenfalls « zu V* gehören würde. 

Bemerken wir noch, dass wir wegen Pc^a = P(f**a = o die Gleichung 
(lo) wie folgt schreiben können.: 

(12) R= TPffa 

a-0,l,...<i. 

und fassen die gewonnenen Resultate in Folgendem zusammen. 

Theorem J. »Zrf P eine sepanrte anendlicl^ Menge, so ist sie von der 
ersten Mächtigkeit und es gi^t eine kleinste Zahl der ersten oder zweiten 
ZaMmclasse, so däss: 

P<f = 0; 
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man hat also in diesem Falle {wegen (9), wenn darin f — "^ gesetzt wird): 
P= Sit"'«.» 

a'-(),l....<« 

ThMFem Ï. ulst P von der ersten Mächtigkeit, ohne Jedoch eine se- 
parirte Menge m sein, so giebt es eine der ersten oder eweUen ZahlencUtsse 
ungehörige kleinste Zahl a, so dass Pc" eine homogene Menge erster Ordnung 
wird; bezeichnen wir diese mit U und ^P^f'a mit R, so ist R entweder 

a-=0.1....<a 

Null oder eine separirte Menge und man hat: 

P=R-h U. 
Dabei ist: 

Die letzte Behauptung hat ihren Grund darin, dass, wenn ein Pünct 
r von R zu i/*" gehören würde, r + ü ebenso wie ü eine insichdichte 
Menge und somit ein ßestandtheü von ü = P(f ware. 

Theorem L. ^Ist P von höherer als der ersten MäcUigkeit, so giebt 
es eine' der ersten oder zweiten Zahlenclasse ungehörige kleinste Zahl o, derart 
dass Pc' eine insichdichte Menge ist; letztere besteht aus einem Bestandth&l 
V, tvelcher insichdicht ist und alle Pancte von P umfasst, welche so liegen, 
dass in jeder Umgebung von ihnen BestandtheUe von P enthalten sind, die 
von höherer als der ersten Mächtigkeit sind und aus einem Bestandtheil Ü, 
der, falls er nicht Null ist, aus der Zusammensetzung der übrigen Puncto 
von P(f besteht und eine homogene Menge erster Ordnung bÜdet; wird die 
Summe "EBn^'a mit B bezeichnet, so ist R entweder Null oder eine separirte 

a-O, !....< . 

Menge und man hat: 

P=R+ U-\- V. 
Dabei ist: 

3)(Ä, f^"') = o; 'S>{E, F">) = o; ^{U, F<") = 0.1. 

Die letzten Relationen werden ganz ebenso bewiesen, wie die ent- 
sprechende Behauptung in Theorem K. 
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§■3- 

Die in § 2 Dachgewiesenen wesentlich verBchicdenen und auseinander 
fallenden Beat andth eile einer beliebigen Punctmenge P scheinen mir wichtig 
genug, um besondere Bezeichnungen und Namen zu rechtfertigen. 

Wir wolle» R den Best odet das Residuum von P nennen und mit 
Pr bezeichnen, dagegen heisse Pc" = U + V die totale Inhdrem von P 
und werde mit Pi bezeichnet, so dass man hat: 

(13) Pr= XPC'a 

a--0,l....<a 

(14) Pi = Pc-' = Pc" 

{15) P = Pr + Pi. 

U heisse die Inhärenz erster Ordnung von P oder auch die erste Inhärenz 
von P und es werde daför das Zeichen P», gebraucht. 

Was nun die insichdicHe Menge V anbetrifft, so sieht man zwar aus 
§ 2 leicht: sie ist derart, dass in jeder Nahe jedes ihrer Puncte v eine 
höhere Mächtigkeit, als die erste, von Puncten, nicht bloss der Menge P, 
sondern von V selbst liegen, indessen steht zunächst noch nicht fest, dass 
sie stets eine homogene Menge ist, falls sie nicht verschwindet; dies wird 
erst dann sicher gestellt sein, wenn wir gezeigt haben werden, dass bei 
den Punctmengen innerhalb G, keine höhere Mächtigkeit vorkommen kann, 
'als die zweite; denn sobald dies beniesen wAre, würde daraus folgen, dass 
. V, falls sie nicht verschwindet, eine homogene Menge zioeiter Ordnung ist. 
Indem wir also förs Erste die Möglichkeit des Vorkommens höherer Much- 
tigkeUen, als der zweiten zu berttcksichtigen haben, ergiebt sich hier all- 
gemein Folgendes. 

Ist V irgend ein Punct von V und ist Pi, P), ...', p„ ... irgend 
eine Reihe von positiven Grössen, derart dass: 

p, > p,+\ und lini^. = o, 

und bezeichnet man mit K <3en Theil von F welcher in die um v als 
MUtelpunct beschriebene Vollkugel K{p,) fallt, mit a, die Ordnungszahl 
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der Mächtigkeit von F,, so ist klar, dass o, nichi kleiner sein kann, als 
a,^i, dass also: 

denn V,^i ist ein Theil von V,. 

Wir haben also eine einfach unendliche Keihe von endlichen oder 
iransfiniien gamen Zahlen a^, welche mit wachsendem v nicht zunehmen; 
von einer solchen Reihe ganzer Zahlen ist aber leicht zu zeigen, das8 ihre 
Glieder von einem Gewissen v = v^ an alle einander gleich sein mUsscn, 



Man setze den gemeinsamen Werth aller dieser Zahlen = ß. 

Wir sehen also, dass F,_, V^^^i, F,^+,, . .. alle von der ff" Mächtig- 
keit sind und erkennen daraus leicht, dass wenn p <p,,, derjenige Be- 
standtheil von V, welcher in die um v als Mittdpunct beschriebene VoU- 
kugel K{p) fiLllt, immer die /?" Mächtigkeit hat; denn, da p seiner Grösse 
nach zwischen zwei bestimmte Glieder der Reihe p^^, />,,+i, />.,+», •■- feilt, 
so stOsst man ebensowohl bei der Annahme, dass die Mächtigkeit des be- 
zeichneten Theils von V grösser als ß, wie auch, dass sie kleiner als ß 
sei, auf einen Widerspruch. 

Wir sehen hieraus, dass zu jedem Punct v von V eine ganz be- 
stimmte endliche oder überendliche Zahl ß gehört, derart, dass fcir hin- 
reichend kleine Werthe von p der in die, um v als Centrum beschriebene 
Vollkugel K{p) fallende Bestandtheil von V die ß^ Mächtigkeit hat; wir 
wollen daher auch ß die zum Puncte v gehörige Ordnungszahl und v^ 
einen Punct ß^' Ordnung von V oder P neimen. 

Der Inbegriff aller Puncte ß^ Ordnung von V, falls solche über- 
haupt vorhanden sind, bildet, wie leicht zu sehen, eine homogene Punct' 
menge ß*^ Ordnung und Mächtigkeit, welche wir die ß" Inhärenz oder 
die Inhärenz ß*] Ordnung von P nennen und mit Piß bezeichnen. 

Wir haben nun: 

(16) r= rpt^, 

fi'i 

wo auf der Rechten die einzelnen Glieder auch Null sein können und ß 
alle endlichen und überendlichen ganzen Zahlen, die grösser als i sind zu 
durchlaufen hat. 
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Da nun nach (14) Pi = Pc" = U + V und U = Pi^, so können 
wir schreiben: 

(■7) Pi- ^pi>, 

^-1,».... 

wo hier ß alle positiven ganzen Zahlen von i an zu durchlaufen hat. 
Zwischen den verschiedenen von uns nachgewiesenen Bestandtheilen einer 
Punctmenge herrschen allgemein Beziehungen, die hervorgehoben zu 
werden verdienen. 

Betrachten wir zuerst die Definitionen von Pa und Pc, wie sie uns 
in den Formeln (4) und (5) entgegentreten, so sehen wir, dass: 

(18) %{Pa, Pc) = o, 

(19) Î)[-Pa- (P<')=o, 

(20) %[Pa, {PcY"] = 0, 

(18) sagt aus, dass die beiden Mengen Pa und Pc völlig getrennt (zu- 
sammenhangslos) sind, d. h. keine ihnen gemeinsam angehörigen Puncte 
haben; (19) besagt, dass Pa eine isolirte Menge ist, (20) lässt erkennen, 
dass Pa auch keinen Punct hat, der Grenzpunct von Pc wftre. 

Die isdirlen Puucte von P bilden Pa, wir wollen sie Puncte o**' Art 
von P nennen; die isoUrtm Puncte von Pc bilden Pca, wir wollen sie 
Puncte 1*" Art von P nennen. 

Allgemein wollen wir die Puncte der isdirten Menge Pff'a Puncte 
a"" Art von P nennen. 

Die aus (13), (15) und (17) hervorgehende Formel: 

(21} P= ZPc-'o+ TPi^ 

a'-O.I....<a ^-1,».... . 

zeigt, dass ein beliebiger Punct p von P entweder einem Bestandtheil 
Pc'a von P angehört, dann ist p ein Punct a'*" Art von P und a' ist 
eine bestimmte Zahl der ersten oder zweiten Zahlenclasse, kleiner als a 
oder o, oder es gehört p einem Bestaridtheil Piß von P an und ist als- 
dann ein Punct ß^' Ordnung von P. Die sämmtlichen Puncte a'*" Art 
von P bilden daher, wenn Oberhaupt welche vorhanden sind, eine isolirte 
Menge, die sämmtlichen Puncte ß^ Ordnung von P bilden dagegen, falls 
es deren Oberhaupt giebt, eine homogene Menge ^' Ordnung. 
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Man kann die in Pf enthaltenen Puncte Ärtpuncfe von jP und die in 
Pi vorkommenden Puncte Ordnungspuncte von jP nennen. 

Aus der Abwesenheit von Puncten a'*" Art von P folgt auch das 
Nichtvorhandensein von Puncten (a' + X)^' Art, wo X eine beliebige Zahl 
der ersten oder zweiten Zahlenclasse ist; denn, wenn Pc' a = o, so ist 
Pff entweder Niäl oder eine insickdichte Menge und es ist daher allgemein: 
Pc"'+^ = P<f' und Pc°'+^o = o. Daher zeigt umgekehrt das Vorhandemàn 
von Puncten a"^ Art auch immer das Vorhandensein von Puncten jeder 
niedrigeren Art an. 

Dagegen hat die Abwesenheit oder das Vorhandensein von Puncten 
ff Ordnung keinerlei Einfluss auf das Vorkommen oder Nichtvorkommen 
von Ordnungspancten mit andrer Ordnungszahl oder von Artpuncten. 

Wenden wir die Relation (20) auf JPc"' an Stelle von P an, so 
haben wir: 

(22) ^[P(f'a, {Pcf')"'} = 0. 

Nun ist aber sowohl Pef'^^^a, wie auch Pt^ Bestandtheil von Ptf'; wir 
haben also auch; 

(23) 35[Pc-'fl, (Pc°'+'ay"] = o 

(24) ^^{Pfa, (i»;»«"] = o. 

So sehen wir, dass der Bestandtheil P<f'a von P weder Grenzpuncte von 
Pc'^'a, noch Grenzpuncte von Ptß zu Puncten hat. 

Alle Puncte der rechten Seite von (21), mit Ausnahme der im ersten 
Gli&ie Pa enth^tenen, sind zugleich Grenzpuncte von P und man ist daher 
berechtigt, wenn o' > o, einen Punct a"" Art von P auch Grenzpunct 
«"*' Art von P und einen Panct ff" Ordnung von P auch Grenzpunct 
ß^^ Ordnung von P zu nennen; nur die Puncte o*" Art von P können 
nic}it zugleich Grenzpuncte von P heîssen, weil sie isolirte Puncte von P sind. 

Pc"' können wir offenbar characterisiren als den Inbegriff sowohl 
aller Artpuncte von P, deren Artzabl >^ o', wie auch aller Ordnungspuncte 
von P; Pi = V = Pc'* ist der Inbegriff aller Ordnungspuncte von P. 

Was nun das Verhaltniss der Inhäremen zu einander sowohl, wie zu 
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dem Rest von P anbetrifft, so können wir allgemein darüber Folgendes 
behaupten: 

{25) . ^[Pr, («n = o 

und daher ist auch: 

(26) . nPr, (B,n = o. 

Denn da Fi eine insichdicMe Menge ist, so ist auch Pt + Z eine insich- 
dichte Menge, falls Z irgend ein ßestandtheil von (H)'" ist; ware also 
23(Pr, (Pi)*"] von Null verschieden und bezeichnen wir diese Menge mit 
Z, so würde Pi + Z ein inskhdichter ßestandtheil von P und daher 
auch von Pi = Pc" sein, wahrend doch Z als ßestandtheil von Pr nicht 
in Pi enthalten sein kann. 

Femer können wir sagen, dass: 

(27) »i«„(p;,n = o 

vorausgesetzt, dass: ß" > ß. 

Denn jeder Grenzpunct von Piß. ist, falls er Punct von P ist, noth- 
wendig ein Ordnungspunct von P von mindestens der ß"*' Ordnung, kann 
also nicht Punct von Pi^ sein, da alle Puncte von Piß Puncie y9"' Ordnung 
von P sind und ß < ß" angenommen ist. 

Es Hessen sich unsere Betrachtungen noch nach manchet' Richtung 
vervollständigen, was für eine spatere Gelegenheit vorbehalten bleibt. 



Ich will nun zeigen, wie unsere früheren Theoreme, die wir im 
Theorem H zusammengezogen haben, sich aus den neuen Resultaten er- 
geben, sobald man nur die Menge P als abgeschlossen voraussetzt 

Unter einer abgeschlossenen Menge verstanden wir nach {i) eine solche 
P, deren Ableitung i"" gam in ihr enthalten ist, so dass: 

Î)(P, P") = P". 

Es feilt daher bei abgeschlossenen Mengen, nach {4), die erste Cohârenz von 
P, die wir Pc nennen, mit der ersten Ableitung zusammen; wir haben; 

(28) Pc =x P", 

vorausgesetzt, dasa P abgeschlossen ist. 
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Nun wiesen wir aber, dass auch alle Ableitungen i*""' abgeschlossene 
Mengen sind, woraus folgt, dass tälgemein in unserm Fall : 



(29) 


Pr' = 


und daher: 




(30) 


Pra « P»-> 



WO fOr ;■ = o unter P"" nichts anderes als P zu verstehen ist. 
Endlich haben wir hier: 

(31) Pi = Fe" =^ F^'-\ 

J^'^ ist daher, falls sie nicht Null ist, eine insichdickte Menge, und da sie 
ausserdem als Ableitung von P eine abgeschlossene Menge ist, so folgt 
hieraus, dass P'^'"', falls sie nicht verschwindet, eine perfecle Menge ist. 

Man sieht also, dass im vorliegenden Falle der Bestandtheil Ü = Pj, 
von Pi slets verschwindet und dass daher Pt sich auf Freducirt; denn, da 
Pi eine perfecie Menge ist, so ist nach Theorem A der Bestandtheil von 
Fl, welcher in eine Vollkugel fällt, die einen Punct von Pi umgiebt, 
stets von höherer als der ersten Mächtigkeit; es kann also kein Punct von 
Pi ein Punct erster Ordnung sein. 

Dahec ist jede abgeschlossene Menge erster Mächtigkeit eine separirte 
Menge. Je nachdem nun die abgeschlossene Menge P von der ersten oder 
von höherer Mächtigkeit ist, ergeben sich aus den Theoremen J und L 
und den auf sie folgenden Resultaten die verschiedenen Behauptungen in 
Theorem H. 



Die im Vorstehenden zu einer Art von Abschluss gelangten Unter- 
suchungen Qber Punctmengen habe ich von Anfang an nicht bloss aus 
speculativem Interesse, sondern zugleich im Hinblick auf Anwendungen 
unternommen, welche ich mir davon in der matliematischen Physik und 
in anderen Wissenschaften versprach. 

Die Hypothesen, welche den meisten theoretischen Untersuchungen 
über Naturerscheinungen zu Grunde gelegt «'erden, haben mich niemals 
sehr befriedigt und ich glaubte dies dem Umstände zuschreiben zu mtlssen, 
dass die Theoretiker zumeist entweder über die letzten Elemente der Materie 
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eine vOlligo Unbestimmtheit herrschen lassen oder dass sie dieselben 
als sogenannte Atome von zwar sehr kleinem aber doch nicht gänzlich 
verschwindendem Rauminhalte annehmen. Mir unterlag es keinem Zweifel, 
dass, üin zu einer befriedigenderen Naturerklärung zu gelangen, die letzten 
oder eigentlichen einfachen Elemente der Materie in actual unendlicher Zahl 
vorauszusetzen und in Bezug auf das Itäundtche als völlig ausdehnungslos 
und streng punctuell zu betrachten sind; ich wurde in dieser Ansicht be- 
stärkt, indem ich bemerkte, dass in der neueren Zeit so hervorragende 
Physiker, wie Faraday, Ampèue, Wilh. Weber und von MathematUcem 
neben Anderen Cauchy dieselbe Überzeugung vertreten haben. 

Um aber diese Grundanschauung zur Durchführung bringen zu können, 
schienen mir allgemeine Untersuchungen Ober Punctmengen, wie ich sie 
(ingesteUt habe, vorhergehen zu müssen. Ich nenne im Anschluss an 
Leibniz die einfachen Elemente der Natur, aus deren Zusammensetzung 
in gewissem Sinne die Materie hervorgeht, Monaden oder Einheiten (man 
vergleiche namentlich -die beiden LEiBNiz'schen Abhandlungen: »ia Mo- 
naddogieß, Edit. Erdmann, p. 705 oder Edit Dltess, T. II, p. 20 und 
■»Principes de la nature et de la grâce, fondés en raisons, Edit. Erdmann, 
p. 714 und Edit. DuTEKS, T. II, p. 3a) und gehe von der Aneicht aus, 
mit welcher ich mich in Übereinstimmung mit der heutigen Physik zu 
befinden glaube, dass zwei specifisch verschiedene, auf einander wirkende 
Materien und demgemass auch zioei verschiedene Classen von Monaden 
neben einander zu Grunde zu legen sind, die Korpennaterie und die Aether' 
motzte, die Köipermonaden und die AetJtermonaden, indem diese beiden 
Substrate zur Erklärung der bislier beobachteten sinnfälligen Erscheinungen 
auszureichen scheinen. 

Auf diesem Standpuncte crgiebt sich als die erste Frage, woran 
aber weder Leibniz noch die Sp5t«ren gedacht haben, welche Mächtig- 
keiten jenen beiden Materien in Ansehung ihrer Elemente, sofern sie als 
Mengen von Körper- resp. Aethermonaden zu betrachten sind, zukommen; 
in dieser Beziehung habe ich mir schon vor Jahren die Hypothese ge- 
bildet, dass die MâcM^keit der Körpermaterie diejenige ist, welche ich 
in meinen Untersuchungen die erste M&chtigkeit nenne, dass dagegen die 
Mächtigkeit der Aethermaterie die zweite ist. 

Für diese Ansicht und Meinung lassen sich sehr vide Grtinde ins 
Feld führen, wie ich bei einer späteren Gelegenheit auseinandersetzen will; 
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nehmen wir sie vorläutig an, so inQsBeu wir uns in jedem ZeUmomeiU 
die Körpermalerie (sei es im ganzen Welträume G^, sei es in irgend 
einem abgegrenzten Thell H^ derselben) unter dem Bilde einer Punet- 
menge F von der ersten Mächtigkeit, die Aethermaterie in demselben Räume 
unter dem BÜde einer daneben bestehenden Punctmenge Q von der Btmten 
M&cbtigkeit denken, und diese beiden Punetmengen P und Q wären ge- 
wissermaassen als Functionen der Zeit zu betrachten. Aus den Unter- 
suchungen des ^ 2 folgt aber, das«: 

F= Pr-\- Pi„ 

wo Fr die separirte Menge ist, welche vrir den Best von F genannt und 
wo -K,, wenn sie nicht verschwindet, die erste Inhärem von F, eine ho- 
mogene Punctmenge erster Ordnung ist; die ttbrigen Inhärenzen fallen hier 
fort, weil F die erste Mächtigkeit hat. Ebenso haben wir: 

da Q von der zwäteti Mächtigkeit ist und somit höhere Inhärenzen, als 
die zweUe hier nicht vorkommen. 

Es wird sich zunächst darum handeln, zu entscheiden, ob vielleicht 
den fünf wesentlich verschiedenen Bestandtheilen, in welche hiemach die 
Körper- und Aethermaterie in jedem Zeitmoment getrennt erscheint und 
etwa auch den verschiedenen Theilen, in welche Fr und Qr nach (13) 
zerfallen, auch wesentlich verschiedene Erscheinungs- und Wirkungsweisen 
der Materie, wie: Aggregatmstände, chemische Unterschiede, Licht und Wärme, 
Electricilåt und Magnetismus entsprechen mögen. 

Ich möchte jedoch die Vermuthungen, welche ich in dieser Bezie- 
hung habe, nicht früher in bestimmter Form aussprechen, als bis eine 
genauere Prüfung derselben stattgefunden haben wird. 

Halle, d. 29 Jan. 1885. 
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DIE INTERMEDIARE BAHN DES MONDES 



HUGO GYLDÉN 

ID BTOCKHOLM. 

Vielfältig ist die Theorie der Mondbeweguug behandelt worden. Man 
hat es an den sorgfältigsten und innhevolUten Anstrengungen nicht fehlen 
lassen, um die Bewegung dieses HimnierskOrpers zu erforschen. Seitdem 
das NEWTON'sche Gesetz als Fundament der Astrononiie angenommen 
worden war, sehen wir die ersten Manner dieser Wissenschaft mit der er- 
wähnten Aufgabe beschäftigt, und man kann wohl sagen, dass ihre Üc- 
mOhungen von einem grossartigen Erfolge gekrOnt waren. 

Es ist nicht zu erwarten, dase je eine Bewegungstheorie den Beobach- 
tungen in dem. Maasse entsprechen wird, dass Nichts an ihr zu verbessern 
wäre; aber die Mängel der jetat vorhandenen analytischen Ausdrücke für 
die Mondbewegung erscheinen in der That so gering, wenn man sie mit 
ihren Leistungen vergleicht, dass man diesen in der That eine hohe Be- 
wunderung zollen muss; und wenn auch die Erreichung einer noch grös- 
seren Genauigkeit mit grossen Schwierigkeiten verbunden sein muss, so 
erscheint sie auf den bereits angebahnten Wegen doch nicht unmöglich. 

Wenn aber auch das practische BedUrfniss eine neue Behandlungs- 
weise der Theorie des Mondes nicht nothwendig erheischen sollte, so ist 
eine solche doch aus andern Gründen in hohem Maasse wünschenswerth. — 
Die jetzt vorhandenen Ausdrücke für die Coordinaten des Mondes ent- 
halten nehmlich eine überaus grosse Anzahl von Gliedern, grössere und 
kleinere durch einander, in deren Reihenfolge und sonstiger Beschaffenheit 
durchaus kein Gesetz zu erkennen ist, wenn man bloss die Thatsachc 
ihres Vorhandenseins berücksichtigt, sich nicht aber die theoretische 
Grundlage ihrer Herleitung vergegenwärtigt. Die Resultate der bisherigen 
Untersuchungen über die Mondhewegung haben mit anderen Worten eine 
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der Anschauung sehr wenig zugangliche Form, obgleich sie zu numerisch 
richtigen, oder wenigstens nahezu richtigen Ausdrücken geführt haben. Es 
stellt sich demnach die Frage, ob diese unöbereichtliche Form der Aus- 
drücke, wenn sie auch bei. rein numerischen Rechnungen gewisse Vorzüge 
haben mag, die einzig mögliche sei, oder ob nicht, durch ein tieferes Ein- 
dringen in die Natur der Aufgabe, sich andere Formen ergeben werden, 
durch die man die Resultate mehr concentrirt darstellen kann. Da wir 
die Bejahung des letzten Theils dieser Frage als überwiegend wahrschein- 
lich bezeichnen müssen, so 'haben wir zuzusehen, wie wir die Wege bahnen 
kötmen, die zu den höheren Formen der Resultate führen sollen. 

Man wird zugeben müssen, wenn man sich die Sachlage etwas genauer 
vergegenwärtigt, dass die Behandlungsweise der in Frage stehenden Auf- 
gabe in mathematischer Hinsicht sehr mangelhaft war. Schon die Grund* 
Vorstellung, dass die Bahn des Mondes eine Ellipse mit gestörten Ele- 
menten sei, ist keineswegs in der Natur der Sache begründet, obgleich 
sie bei den grossen Planeten sehr nahe lag. Sie ist, jn Hinsicht der 
Anschauung — nicht als eine erste Ann&herung der analytischen Ent- 
wicklung betrachtet — ■ der Vorstellung von einem excentrischen Kreise 
nur sehr wenig überlegen, und zwar nur durch Grössen, die sehr klein 
sind im Vergleiche zu Gliedern, welche in beiden Hypothesen unberück- 
sichtigt gelassene, Ungleichheiten der Mondbewegung reprftsentiren. Dieser 
Vorstellung entsprechend wurden nun die successiven Annäherungen an- 
geordnet, und mussten auch so angeordnet werden, so lange man an 
dieser Vorstellung festhielt, trotzdem es sehr bald bemerkt wurde, dass 
die Bewegung des Mondperigaums in der ersten Annäherung ganzlich 
entstellt herauskam. Man hat zwar diesen Übelstand in indirecter Weise 
umgangen, indem man das formelle Resultat der ersten Annäherung so- 
gleich berücksichtigte und somit gewissermaassen zwei Annäherungen zu- 
gleich ahsolvirte. Durch derartige Operationen verlor aber die EntM'ick- 
lung, wiewohl sie keineswegs an sich unberechtigt war, ihren streng de- 
ductiven Character, indem die Form des Resultates durch die erste An- 
näherung schon bedingt war. Auf diesem Wege kann man nicht erwarten, 
zu einer höheren, und der Natur der Aufgabe mehr entsprechenden Form 
des Resultates zu gelangen. 

Es ist jedenfalls anzunehmen, dass die vielen Glieder in den Aue- 
drücken für die Mondbewegung aus Entwicklungen einer geringeren An* 
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zahl Functionen entstanden sind, obwohl wir bis jetzt nicht diese Func- 
tionen selbst, sondern bloss -ihre Entwicklungen gefunden haben. Selbst- 
verständlich müssen diese Functionen desto complicirter erscheinen, je gerin- 
ger ihre Anzahl ist. Eine einzige Function, aus der man durch alge- 
braische Operationen, Differentiationen oder Quadraturen die verschiedenen, 
in der Mondbewegung vorkommenden Glieder entwickeln könnte, mtlsste 
als dermaassen complicirt gedacht werden, dass wir vor der Hand gbr 
keine Aussicht haben, sie zu erkennen. Unser Ziel dürfen wir daher 
nicht etwa mit der Erforschung einer solchen Function identifieiren; wir 
müssen uns mit einer massigeren Reduction bescheiden. Andererseits aber 
werden wir die Fortschritte in der Erkenntniss der Mondbewegung desto 
höher schätzen mOssen, je mehr es uns gelingt Gliedercomplexe als durch 
Entwicklung uns bekannter Functionen entstanden angeben zu können; 
oder, je mehr wir Gliedercomplexe, und namentlich solche, worin grosse 
Coefficienten vorkommen, durch Functionen darstellen können, deren Eigen- 
schaften uns bekannt oder leicht zu untersuchen sind; oder endlich, um 
die Sache kurz auszudrücken, eine je elegantere Form der I^ösung wir 
gewinnen können. Der Forderung nach mathematischer Eleganz liegt in 
der That auch ein tieferes erkenntnisstheoretisches Bedürfniss zu Grunde, 
als gewöhnlich zugegeben wird. 

Die vorliegende Abhandlung bezweckt, die Resultate eines ersten 
Schrittes in der angedeuteten Richtung darzulegen. Hierbei hatte ich mir 
die Aufgabe gestellt, eine intermediäre Bahn des Mondes von der Be- 
schaffenheit zu bestimmen, dass die Unterschiede der, in dieser Bahn be- 
rechneten Coordinatfin und der wahren (welche Unterschiede ich Störungen 
der intermediären Coordinaten nennen werde) stets kleine Grössen seien, 
deren Quadrate und Producte man mit sehr wenigen Ausnahmen übergehen 
dürfe. — Die Bewegung der Bahnebene habe ich dabei unberücksichtigt 
gelassen, da sie nur einen sehr untergeordneten Einfluss auf die Bewegung 
des Mondes in der Bahnebene selbst ausübt, und es besonders auf diese 
Bewegung ankommt, weil sie der Untersuchung die meisten Schwierigkeiten 
entgegenstellt. Dessgleichen habe ich die s. g. Secularftnderung der mitt- 
leren Lange nicht in den Kreis dieser Untersuchungen gezogen. Die 
Schwierigkeiten sie zu bestimmen, sowie die aus den Planetenanziehungen 
herrührenden Ungleichheiten, sind ganz anderer Art, als diejenigen, welche 
ich in der vorliegenden Untersuchung zu überwinden gesucht habe. 
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Man wird finden, dass die Ausdrücke, durch welche die intermediftren 
Coordinaten dargestellt werden, sich wesentlich auf solche Functionen 
zurQckführen lassen, durch die Herr Hekmite die LAMÉ'sche Differential- 
gleichung integrirt hat. Die vorliegende Untersuchung wird sich daher 
als eine Anwendung der Resultate des berühmten Verfassers von Quelques 
applications des fonctions elliptiques herausstellen, und ich kann nicht umhin, 
dieser Leistung meine grosse Bewunderung hier auszusprechen. — Die Ein- 
setzung numerischer Werthe in die algebraischen Ausdrücke ist mit grosser 
Leichtigkeit auszuführen. Es genügt in diesen Vorbemerkungen der That- 
sache zu erwähnen, dass die Bewegung des Mondperigäums in der ersten 

Annäherung bis auf — des Betrages richtig gefunden wurde, während bei 

der früheren Anordnung der Annäherungen, die erste derselben nur etwa 
die Hälfte des Betrages ergeben kann. In entsprechend günstiger Weise 
ergeben sich die übrigen grossen Gleichungen der Mondbewegung, wesshalb 
ich nicht in der Meinung zu irren glaube, daas die Theorie der Mood- 
bewegung, die bisher als eine der schwierigeren Aufgaben der theoretischen 
Astronomie angesehen wurde, gegenwärtig zu den leichteren zu zahlen sind. 
Die numerischen Resultate, welche dieser Abhandlung beigefügt sind, 
wurden grösstenthcils von Herrn A. Shdanow berechnet, wofür ich ihm 
hier meine besondere Dankbarkeit ausspreche. 



Die rechtwinkligen Coordinaten des Mondes, bezogen auf den Schwer- 
punkt der Erde und auf eine, durch den Radius-vector und der Tangente 
gelegte Ebene, seien x und y; die Massen der Sonne, der Erde und des 
Mondes: respective M, i und m; indem wir nun unter P eine Constante 
verstehen, deren Werth von der Einheit der Zeit und der Entfernung ab- 
hängt, stellen wir die Bezeichnungen 

/i, = ^'{> + »0 
/Li' = VM 

fest 
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Kennen wir noch den Radius-vector r, und die StOrungsfunction (Q), 
so sind die Gleichungen, in deren Integration unsere Aufgabe besteht, die 
folgenden: 



d'y I f,y ^ Hä) 

dt' '^ »■' 9y 

Zunächst werde ich aus diesen andere Gleichungen herleiten, die als 
gesuchte Grössen die intermediären Coordinaten des Mondes enthalten 
sollen. Diese bezeichne ich durch x^ und y^, und stelle vor Allem die 
Bedingungen fest: 



(0 



■ + i 



wo ^ eine Function bedeutet, die wir als eine sehr kleine Grösse ansehen, 
und als Störung der intermediären Coordinaten bezeichnen. Die reducirte 
Zeit r definiren wir durch die Gleichung 



(^) 



(I + <p)' 



wo S eine Grösse von derselben Ordnung wie ^ bezeichnet. 

Wenn nun x^, y^ und r statt x, y, t in die ursprünglichen Glei- 
chungen eingeführt werden, so erhalten wir 



(3) 



I dS dx. 



d*i^ [iXl +3)* l dS di^\ X, 

dr' "*" r; "*" I + S dr dr j I + ^ 

(■ +S)'s(g) 
"(1 +(>)■ 3x 



1 dSdy^ j dy ;i.(l -t- S)' ■ 1 da d^\ y, 

' I + S dt dr "■" I dr" "■" r{ "•" I + S dr dr 1 1 + (» 

(I + S )-a(fi) 
(1 + «■ Ir ' 
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in denen wir uns der Bezeichnung 

n = V^T+yï = r{i + ^•) 

bedient haben. Es bedeutet also r,, den intermediären Radi üb- vector. 

Wenn die wahre Länge des Mondes in der Bahnebene durch v be- 
zeichnet wird, so gelter\ die Ausdrücke: 

sr, ^= r cosv, y = r sinv; 

vermöge der Gleichungen (i) haben wir daher auch: 

x^ = r^ cos«, y^ = r^Binr, 

woraus gefolgert wird: 

dv„ dx. ,dv 

^a -P — Va ^ = 'f^^ 
" dr '" dz dr 

Auß den Gleichungen (3) bilden wir nun zunächst die folgende: 



dt- 




l + s dl V • dr "' drj (I + (»)• • dy 
_(. +S)- 8(D) »(fl)| 

(1 + fi- ^ s, » >« i 

(1 + (.1)" 5» ' 



und das Integral derselben können wir iti der nachstellenden Form angeben: 

(4) rî^ = (, + S)j^. + j ____tJrf,j, 

wobei mJc die Integrationsconstante bezeichnet. 
Wir setzen hierauf: 

(5) y = v^+ x^ 
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und bestimmen die intermediäre Länge v^ aus der Gleichung: 

(6) ^ = é 

Hiermit erhalten wir: 

oder 

,+i„(,+.s-)|,+/(, + s)l-'a),„.| 

Die Glieder, welche in — ^ vorkommen, theilen wir in zwei Gruppen: 
Q^ und Ç,, indem wir setzen 

und bestimmen hierauf )( auß der Gleichung: 

wonach wir zur Bestimmung von 8 die Gleichung 

w äf[-+^J + (^s+sm + <?,) = -«, 

zurück behalten. 

Das Integral dieser Gleichung können wir, wie man leicht bemerkt, 
näherungeweise schreiben 



wobei keine Integrationsconstante hiüBugefügt zu werden braucht, indem 
sie als in )f oder in c enthalten gedacht werden kann. , 
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Aus den Gleichungen (3) erhalten wir femer: 

d'x- , d'v- I dS I dx. , dy. I 



+ 


+ 1* 




ft(> + s)- 
< 


+ 


1 dSd^ 
1 + S dr dr 




= 


(1+S) 


(^'4? + 


K 








= 


(i +S)' 

(■ + ff 


^s(e) 









Da aber: 

so finden wir aus der vorhergehenden Gleichung; 

- *"» dr' **" [dv) I + S dr '"" dr 



"^ 1 + (i- dr' "^ K "^ I + S dr dr (i + ^)\ 



9{S2) 



In diesem Resultate haben wir sowohl r durch die Veränderliche v^, 
als auch v durch v^ -\- x 2u ersetzen. Wir beachten dabei, dass 

dl di . 

dr^ Î »■« r- »•« 



dV, c (•„ 

dr' *■; dv] * 



.Google 



Die iDlormediär« Bahn des Mondes, 
und erhalten demzufolge zanächet: 



dvl rA ^ du, ^ \dvj \^ i + Sdv, dv. 



jy , //.(l +ar , l dSdM _ (I +S)'r,r3{g) 



und ferner, weih 



d^i y/c d(J dy c d'j^ ^^ 2c r, djJ 

dr riS dw„ ' dr' rj dwj rl dv, de, ' 



die Gleichung: 






^ I + ij( i-.iio! c ^' T •=; 1" ■ <it>. i». """ r,(I + S) d». <!", I 

_ (■ +S)' r'3(fl) 
I + (& c 9r 

Diese Gleichung multipliciren wir mit einem, vorlaufig noch un- 
bestimmten Constanten Factor a, und zerlegen dabei die Glieder des Pm- 

ductea - — - — in zwei Gruppen P^ und P,, so dass die Gleichung 

C 3r ' 1 

ZU Geltung kouirat; hierauf stellen lyir folgeode Bedingung auf: 
d'^ 



yGoosle 



134 Hugo OyldJD. 

und erhalten endlich als Beßtimmungsgleichung fflr ip die nachstehende: 

«'V I "/'i / 1 cAi ( 1 + *^ dS r, 
d«; ' c.^ ' ' »r i+S 'du, dw, 

d- 

c *■ ' r/ o\ I ^1 * dti,dt>, I +Sdv,dti, 

= — (i + 5)V,P, — (25+ S' — i^)r,P„ 

Dieses Resultat gestaltet sich jedoch für spatere Anwendungen zweck- 
mässiger, wenn man statt ^ eine neue Function ^ einführt, die mit ersterer 
durch die Gleichung 

(ii) a</> = r^e , 

verbunden ist. Man findet dabei die Beziehungen: 

dé dç »^ »"o 

j., ■ j.- ''- ,' I '^*- /''-\*l 

d « d'; 1 *"» de _ * T". >( *■« l ! 

dvl " duÜ * difj du„ I dv^ "\dBj/ I 

und hiermit geht die vorstehende Differentialgleichung in die folgende 
über: 

'd'ç r„l r, "/'i ! Ä ' '^''^ ^^ 

dvl a I dt»; c I i + if du, dv, 

-ïïi{.S+S')-^^^lï--(.+S)'P,-(3S+r-Sf)p. 

Ersetzt man aber den Coefficieoten des zweiten Gliedes linker Hand 
durch seinen Werth aus der Gleichung (lo), so erlangt man; 



(12) 



dv,^ \dvj r I +lidv,dv. 



-'fi'^+^-rh/Â^. ' -P.-(^s+.s-)(P. + ^.) 
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Durch die , Integration der' Gleichungen (7) und (10) wird die inter- 
mediäre Bahn bestimmt; die Gleichungen (8) und (12) bestimmen hin- 
gegen die' Störungen. 



In der Mondtheorie sind sehr wenige Glieder aus der Hauptentwick- 
lung der Störungsfunction hinreichend um als Grundlage einer inter- 
mediären Bahn zu dienen, die nur sehr wenig von der wirklichen ab- 
weicht. Diese Glieder sind aus folgendem Ausdrucke zu entnehmen: 



{ä)^fl'\^. + lC, + l'^oo.2H^ 



Es bedeutet hier: r* der Radius-vector der Sonne und H der Winkel 
zwischen den Radien-vectoren der Sonne und des Mondes. Hieraus er- 
halten wir: 



■•9(i?) _ 3/('r* 9 CQ8 2 ff 
: 9v 4-c r" 9v 



ar^S(Si) _lOfi • 



+ 



'ipT' 



Mit diesen Ausdrucken werden wir einige wesentliche Vereinfachungen 
vornehmen können, indem wir immer festhalten, nur die grössten, und 
für die Bewegung des Mondes character i etischen Glieder herauszuheben. 
Zun&chst vernachlässigen wir das Quadrat der Neigung der Mondbahn 
über die Ekliptik; wir haben alsdann einfach, indem v' die wahre Lange 
der Sonne bezeichnet: 

H = V — v' 

Femer bezeichnen wir die mittleren Bewegungen des Mondes und der Sonne 
mit n und «', und das Verhaltniss beider mit /t, so dass: 
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Die mittleren Langen beider Himmelskörper zu einer bestimmten Zeit- 
epoche seien A und A'; in der Kelf^tion: 

v' — A'= (i{v^ —A)-\- Q 

bedeutet alsdann G eine kleine Grösse von der Ordnung der Excentrici- 
teten. Um die folgende Darstellung möglichst zu vereinfachen, werde ich 
G zunächst vernachlässigen, was geschehen darf, erstens weil ihr Einfluss 
Oberhaupt gering ist, zweitens aber weil derselbe leicht sp&ter zu berßck- 
sichtigen ist, ohne dass das Wesen der befolgten Methode irgendwie ab- 
geändert wird. 

Wir nehmen nun an, dass die vorhin eingeführte Constante a die 
mittlere Entfernung des Mondes von dem Schwerpunkt der Erde bezeichne; 
die Veränderliche r^ ersetzen wir nach dieser Voraussetzung durch eine 
neue p^, indem wir die Relation 

('3) ■^•"tt;^: 

aufstellen, und dabei unter p eine zu unserer Verfügung stehende Con- 
stante bezeichnen. Dieser Werth von r„, in die Gleichung (lo) eingeführt, 
giebt uns: 

und wenn wir die Constante p aus der Gleichung 
i_ftî=o 

r " 

bestimmen, so erhalten wir: 

(.4) /^+|. + ^.^ + (lo'h = - ^li-(l)'-^^. 

Bei der Mondbahn ist nun p^ immer eine ziemlich kleine Grösse; 
eine Folge dieses Umstandes ist, dass p von der Einheit um eine sehr 
kleine Grösse verschieden ist, dessen Product mit der Sonneneinwirkung 
wir bei der intermediären Bahn vernachlässigen werden. Dass p — i 
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eine Grösse zweiter Oi-dnung in Bezug auf den Modul von p^ ist, kann 
man übrigens leicht nachweisen. 

Es seien + e und — e die extremen Werthe von />, ; die ent- 
sprechenden Werthe von r^ sind dabei 



soll nun die Gleichung 

j('-, + '•,)-'> 

bestehen, welche unserer Annahme, dass a die mittlere Entfernung be- 
deutet, entspricht, wenigstens in einem gewissen Sinne, so mues p den 
Werth I — e' haben. Im Allgemeinen werden aber die absoluten Beträge 
der extremen Werthe von p^ nicht dieselben sein; der Ausdruck für p 
muss sich daher auch in der Regel etwas anders gestalten, und zwar 
findet man 



wenn p^ zwischen den Grenzen -}- *i und — e, variirt. Formell genom- 
men, ist allerdings die Dififerenz Cj — e, als eine Grösse erster Ordnung 
anzusehen, allein in tha^a&ehlich vorkommenden Fallen, insbesondere bei 
der Bahn des Mondes ist diese Differenz doch so viel kleiner als e, und 
e, , dass sie als eine Grösse zweiter Ordnung angesehen werden muas. 

Es kann aber die Constante a auch in anderer Weise definirt wer- 
den als durch das arithmetische Mittel der extremen Werthe von r^, und 
in der That scheint auch eine andere Definition dieser Grösse bei der 
Mondbahn wesentliche Vorzüge zu haben. 

Wir nehmen nun wieder die Gleichung (6) vor, aröcken in derselben 
die Function r^ durch p^ aus, und ersetzen die Grösse c durch ihren Werth 

c = fi^ap 

Wenn wir endlich den, bei dieser Untersuchung zu befolgenden Principien 
gemRss, die eigentlichen Störungen vernachlässigen, d. h. hier, die reducirte 

Aela »allumatle: I. Iraprlm« li BI IfHt IBM. lg 
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Zeit mit der wahren ideatificirea, sa haben vir ann d«r bateeffeDdAn 
Gleichung: 

IHe Entwicklung der Grösse linker Hand wird nun, vorausgesetzt, dass 
Pg schon bekannt ist, ausser zu rein periodischen Gliedern, zu einem, nur 
in dVg multiplicirten Gliede Veranlassung geben, dessen Cîoefficienten wir, 
durch eine passende Bestimmung der .Grösse />, zu i machen können. 
Durch eine solche Bestiimnung ivird der Coefficient von dt die Bedeutung 
der mittleren Bewegung des Mondes erhalten, d. h. die Gleichung 



zu Geltung bringen. Die Grösse a verliert aber dabei die Bedeutung der 
mittleren Entfernung in irgend welchem geometrischen Sinne, und ist nur 
als Maass oder Modul der Entfernungen anzusehen. 

Für die Sonne können wir eine, mit der Gleichung {15) ganz analoge 
ansetzen, nehmlich 

-,-^. — h\ = *idt, 
(1 + />,)' 

in welcher selbstverstftndlich alle mit Accenten versehenen Grössen dieaelbe 
Bedeutung in Bezug auf die Sonnenbahn haben, wie die unaccentuirten 
Grössen in Bezug auf die Mondbahn, und in's Besondere hat man 



und wenn man. die Erdmasse neben der SonoeomasBe, wie es hier un- 
bedenklich geschehen kann, vernachlässigt^ so darf man in dieser Formel- 
/t' statt juj setzen. — Durch Vergleichung der beiden Werthe von dt er- 
hält man nun: 



1^-œx 
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Indem man sich nun bloss die rein periodischen Glieder in p^ und p'^ 
berücksichtigt denkt, kann man also die Gleichung 

dy; = ;«(i + 2/>; — 2/), + . . )dv^ 

ansetzen, und 6ndet hiermit als Ausdruck ftkr die oben mit G bczeiclinete 
Function die Formel 

(i6) G= 2jljp\dv^ — 2nfp^dv^ 



Unter ßeröcksichtigung der Werthe, welche wir für c, r^ und r^ ge- 
funden oder angenommen haben, ergeben sich för die partiellen Differential- 
quotienten der Störungsfunction die nachstehenden Ausdrücke, in denen 
wir die Störungen sowie die Function G vemachliteeigt, und also auch v' 
mit v'a identificirt haben. 

Diese Ausdrücke werden wir nun nach den steigenden Potenzen von p^ 
und ^ entwickeln und dabei nur die Glieder erster Ordnung beibehalten. 
Die folgenden Glieder sind swar nicht unmerklich, üben aber doch auf 
die Resultate, welche wir bei der vorliegenden Untersuchung im Auge 
haben, einen ganz unwesentlichen Einfluss aus. Wir erhalten also, indem 
wir uns noch der Bezeichnung 
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bedienen, die nachstehenden Ausdruck^ mit denen wir die GrOsàen ^^ 
und Jpg identificireo, 

Öo = — Ä(' — 4^0 + 3/';)8'n2[{' — /i)"o +/— ^' +/'^] 



+ A(' —S/'s + 3/>;)coö2[(i ~/i)v^ +;ir — '1' + /i'l] 

Die Gleichungen (7) und (10) nehmen nun die nachstehenden Formen 
an, wobei wir der Kürze wegen 

A = 2(1-/,) 

A = 2(.r— /j,i) 

gesetzt haben, 

jj = — A{" — V. + 3ft) «in ('■!>. + ^X — ^) 



('7) 



'^ + I ' - Ä - 3Ä COB».. + 2^ _ ^) + . I + (i)']^, 
= — -ßi — y9,/>; — /9jCob(A«j + 2]( — A) — iß^p'„cos{Xv^ + 2j( — A) 

Dieses System l&sst sich zwar nur durch fortgesetzte Annäherungen 
integriren; man kann diese aber so anordnen, dass die Convergenz eine 
äusserst rapide wird. Ich muss es mir versagen, jetzt alle zu diesem 
Zwecke dienlichen Hnlfsmittel in Anwendung zu bringen, die mir zu 
Gebote stehen; theils würde ihre Darlegung zu viel Platz in Anspruch 
nehmen, theils gelangt man auch ohne dieselben bei der Mondtheprie 
leicht genug zum Ziele. Ich will nur beiläufig bemerken, dass dieses 
Hülfsmittel in der Anwendung eines veränderlichen Moduls der elliptischen 
Functionen seine Wurzel hat, 

Einen fftr die Bewirkung einer hinreichend starken Convergenz ge- 
nügenden Ausgangspunkt erhalt man, wie ich mich durch numerisches 
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Nachrechnen überzeugt- habe, wenn in der ersten Gleichung des Systems 
(17) die Function x '^^ ^^'^ Argumenten der trigonometrischen Functionen 
vernachlässigt wird. Es ergiebt sich alsdann: 

^ = ^ cos {koa — Å) + 4ßi fpv sin (Av« — A)dv^ — zßifp't, sin (;% — J)dvo , 

aber die Form dieses Resultates ist für unsem Zwecke nicht die er* 
wanschte, indem die unbekannte GrOsse />„ unter einem Integralzeichen 
vorkommt. Die Umgestaltung^ welche hier nöthig wire, können wir in- 
dessen aufschieben bis der angesetzte Werth von ^ in die zweite der 

Gleichungen (17) eingeführt worden ist; denn erst bei ihrer Integration 
kommt es uns darauf an, eine Form zu erhalten, in welcher die in p^ 
inultiplicirten Glieder, oder wenigstens die etnfiussreichsten derselben von 
dem Integralzeichen befreit sind. 

Aus der erwähnten Gleichung findet sich, mit Hülfe des angegebenen 
Werthes von -^ die nachstehende 



'^ + j'-Ä+jf'-(3Ä-^)cos(;^o-^)j/'o 

— 3y5,/>;cos{/(;, — A) — ß^p\ 

— ^ßiPt fPo ^'"^ ('^"0 — A)dVf, 



wo schon das letzte Glied rechter Hand, und noch mehr die übergangenen 
bei der vorliegenden Untersuchung unwesentlich sind. 

Um grössere Kürze bei der Darstellung zu bewirken, führe ich nun 
folgende Bezeichnungen ein: 
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a - ft ' <" 
/9-3A-4 

und erhalte hierauf: 

('*) ^ + l'-Ä-/S<='»K-'*)li». 

Das wesentlichste Glied rechter Hand ist das erste, und eben dieses 
iiiusä transformirt werden. Wenn wir die Summe aller Obrigen Glieder 
kurzweg mit W^ bezeichnen, also die Gleichung 

(19) W^= —y, — ß^pl — Jr^coå{kv^ — A) — zßiPoGos{kv^ ~ A)~ ... 

au&tellen, so haben wir' 

, W, 8/3, /■ . ,, ,, , 

und dieser Werth von p^ soll in das zu transformirende Glied eingesetzt 
werden. Wir erhalten dadurcli: 

//).Sin(te,— A)dv, = —7^ f^am(iv,—A)dv, 

+ - _ 3 fpgS\n2[Xijg — A)dvg 
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Nun ist aber: 
/ -^à'a{Xv^ — A)dv^ = -^ßin(^v, — S) — )^^co&{Xv^ — A) 
— ^'//>o ßin {X% — ■A)dv^ 

y sin (^ï'„ — ■à)dv^ fPù^^^ {^"ù — -^)''*'o 
= ^ — ■yCos(Aw„ — A)fp,»\n{kt\ — A)dv^ + ~jffio ^'"^(AVo — Å)dv^, 

welche Augdrflcke, in der vorhergehenden Formel eingeführt, zu der 
nachatehenden föhren: 

(^' + Ä — i)//'o8'i(^''. — '^)^^o = J'8in(;ii;, — A) — V»cob(Av, — A) 

— ^co8(Ai'o — j1) //Co 8in{At'o — ^)rfvB, 

— /ff^,Bin(;iüo— J^£Ä>„ 

Indem wir nun diesen Werth in die Gleichung (i8) substituiren, 
bedienen wir uns der nachstehenden Bezeichnungen: 

% = ■>'+•/'.-> 

unser Resultat ist alsdann das folgende: 
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^ ' dr* "^ I + r„ C08(>if, — Ä)dv^ 

+ t — ß.~- 5cos (Xv. — Ä) '-} Vr -n P„ 

\ f^* "^ ^ " ■' I + Ç, COS (^w, — y4) I '^" 

= ; ^^ -Ti f Pa sin 2 (Aw. — A)dv. 

+ — . Hi r fW,s.mav„ — A)dv„ 

1 + ^7, C08(All„ — A)J I. *■ « ^ • 

+ TT, 

Die niit Integralzeichen behafteten Glieder dieser Gleichung gehören 
der zweiten Ordnung in Bezug auf die GrOsse fi* an. Sie sind daher 
sehr klein, und da sie weder durch die Ausführung der bezeichneten In- 
tegrationen, noch durch die Integration der Differentialgleichung wesent- 
lich vergrössert werden, so haben sie hier kein Interesse und können daher 
vernachlässigt, oder mit anderen, aus ähnlichen GrOnden bei Seite gelassenen 
Gliedern als vereinigt gedacht werden. 

Nach dieser Vernachlässigung werden wir die Gleichung (20) noch 
dadurch vereinfachen, dass wir in derselben das zweite Glied wegschaffen, 
was dadurch bewerkstelligt werden kann, dass wir die Function p^ durch 
eine andere E ersetzen, die mit der früheren durch die Gleichung 



{21) Pa = ^v^t + jy. cos(>iw. — A) 

verbunden ist. Es findet sich hieraus: 



dp, dE I I, )j,Asin(/lv, — A) 

dv. dr,V -r /i V I 2 ^i + ,,co8{;t., — ^) 



B = -d7rv"+=!>co«{^«.--^} - 



dE i;.J8in(;f. — ^) 



'.V'' +Î. 008(^1..— A) 

1 j^l :y, jJ'coB (>D„ — A) , I 7;^'8in(>iti, — A)* | 
"2 Ivi + ^,cos{ÅvZ^~T) 2[l +,,-eo8(;i,.-^)]îr 
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mit welchen Werthen man aus der Gleichung (20) die nachstehende erhalt 

(22) ^-T + I — /5fl — >ÎCOb(/I' Å) --i\ ^f '-TT 

3 /^î/'ain(xu„ — ^)' I p, 

4[i +7!,cosUv„- A)y\ 



Y'I + Ç,C08(/t>o — A) 



In dieser Gleichung werden wir nun auch mehrere Glieder höherer 
Ordnung in Bezug auf fi* von der linken auf die rechte Seite hinüber- 
führen. Indem wir also unter W^ eine Grösse verstehen, welche mit E 
inultiplicirt ist und also bei der ersten Ann&herung nicht berücksichtigt 
werden kann, jedenfalls aber zweiter Ordnung in Bezug auf ju' ist, und 
indem wir die Bezeichnungen: 



? =/5 +h^' 



feststellen, erhalten wir: 



(23) S +i.-?.-?ro,(>...-^)|g., "^ +ir. 



Auf die Ifitegration der zuletzt gefundenen Differentialgleichung 
werden wir nun unsere Aufmerksamkeit richten müssen, und zwar werde 
ich dabei die Integrationsmethode in Anwendung bringen, die ich schon 
in der ersten Abhandlung Ober die Theorie der Bewegungen dor Himmels- 
körper vorgeschlagen habe. Eine geringe Abänderung werde ich zwar 
dabei vornehmen, welche jedoch zu unwesentlich ist um hier einer be- 
sonderen Erwähnung zn bedürfen. 

Acta maiAiBiiII». :. Imprlui« 1? SB H»i ins. 19 
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In der in Frage stehenden Gleichung setze ist: 

h\ — A = ^—frU'^ — 180", 

wo K ein vollständiges elliptisches Integral erster Gattung bezeichnet, 
dessen Modul vorläufig unbestimmt gelassen wird. Bezeichnet man nun 
der Korze wegen: 

-^- — -- "■ + W. = W, 

\ I + îji cosi/i'„ — A) 

80 crhivlt man 

Nun hat man aber die Entwicklung 

coä2an..i; = / <•> + (j^j - |_L_,cns2 j^x + ^.com j^»^ + .••], 

WO /Î" eine von k oder q abhangige Constante bedeutet, deren Werth 
wir weiter unten angeben werden. Es folgt hieraus: 

(-rJ cos 2—r.x= - r- ' cos 2 am .t --■ , -- /r' 

\2A7 2Ä 16^ i6(/ " 



-(å)'c-0|rl^^ 



3î 



ros 4 — .T + — '- — T cos 6 — T. r + . 



Mit IlQcksicht auf diese Entwicklung erhält man aus der vorher- 
gehenden- Differentialgleichung, Indem der. Modul Ä* oder vielmehr q aus 
der Bediuguiigsgleichung 



(n) 
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beatiinint wird, die folgende; 

Bei der Integration dieser Gleichung müssen wir damit anfangen, die in 
E niultiplicirten Glieder rechter Hand wegzulaesen. Die Summe dieser 
Glieder, welche wir mit W^ zusammenschlagen, ist, ebenso wie diese 
Function, immer eine sehr kleine Grösse zweiter Ordnung in Bezug auf 
ß^. Bei der Integration wird zwar die Function, welche E als Factor 
enthalt, KU Gliedern Veranlassung geben, welche entweder vergröasert 
werden oder auch in v^ multiplicirt erscheinen; diese Glieder sind aber 
von der Ordnung /i° und können, ihres geringen Betrages wegen, mit 
Leichtigkeit erst spater berücksichtigt, und in die Hauptglieder von E 
aufgenommen werden. 
Wir bezeichnen noch 



(25) l^t' — Ä) — i-'/r = I —k'miù>\ 

wo i die Bedeutung der imaginären Einheit bat, und erhalten alsdann 

die obige Differentialgleichung auf die von Herrn Hehmite angewandte 

Form der LAMÉ'scben Differentialgleichungen gebracht, nehmlich 



(26) ——[iVsnx^— \—k^-\-k'mi(o'']E= -^^jTf + ...j 

Die elegante, von Herrn Hermme angegebene Form des Integrales 
dieser Gleichung ohne das Glied rechter Hand, ist die folgende: 



^=^7) ^ - "' É»(^) " -^ "> ÖC*) 
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WO 6'j und C'j die beiden Integrationsconstanten bedeuten. Diese Glieder 
enthalten die Mittel punk tsgleichung und die Evection und geben einen 
sehr genäherten Wcrth der Bewegung dee Mondperigftunis. 

Die Grösse „,. , bezeichne ich durch i—^-v, wo w eine reelle positive 

Zahl, von derselben Ordnung wie fi, bedeutet. Mit Berücksichtigung des 
Werthes 

±^x = {i —,t)i}^—A' +;iA + ^-7r 

findet man also: 






--iuUi — /i)r, — /l' -i- fiA +^ff 



Wenn wir nun die beiden Constanten C\ und C\ durch zwei andere x 
und r ersetzen, indem wir die Beziehungen 



■ Vi - 
feststellen, erhalten wir: 



{28) ff{x)E-^\—=- \U{x+iw)+Uix~m)\co^v{i—!i)v^ — r+A'—fj^A] 

— il^-:^{ü{x+iu>) — H(x—iw)\8m[v{i—fi)v^ — r-\-A'—fiA\ 

Dieses Resultat werde ich etwas naher entwickeln und auf die in 
der Astronomie gebräuchliche Form bringen, wodurch man in den Stand 
gesetzt wird, die Bedeutung desselben leicht zu übersehen. 

Zunächst ist an die Entwicklung 

H(a;) = 2;^ sin^a: — s^sins—ai + ^'sins^x — ... 



yGoosle 



Die iDtormedilrc Bahn des Moodes. 140 

EU erinnern. Hieraus findet sich sogleich 

H(x + iw) = -\qß"' (ö '"' — e *" "' — . . .( 

H(j; — iVö) = -{^e^" }e""' — e "'" **' — ...(; 

und wenn man den Werth von -~^x einsetzt, so gewinnt man die Aus- 
drücke : 

H(.c + iw) + H(,c — ia>) = 2^,gC^"'j«»s[(l ~fi)v^ — .'!' + /i/1] 
•j- e " cos [( I — ;u) I'd — .1' + /iÅ\ 



+ fj'e" co33[{i -~/i)v, — A' + /lA] 

+ I 



H(j: + jft») — H(.c — iß») = — aij/.^e**'" ein[(i — fi)i}„ — A' + ftA\ 
— c * 8in[(i — fi)v^ — ^' + /i/lj 

4- jV'sinsKi — ;i)ii, — /1' + /</)] 

_ I 

. I 

Bezeichnet man nun: 

<■ = /' — "(•—/'). 

60 giebt die Gleichung (28): 

»{.t)£ = ;(Cos[(l — ç)d. — /■] 

+ Xe *'"co9{2{l /t)v^ 2(;1' /i/l) [(l f) t)^ r]\ 

+ xs V'cosI 2(1 — ß)v, — 2{A' —iiÄ) + [(i— ç)o, — rjl 
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Das lîrste Glied rechter Hand ist das Hauptglied der Mittelpunktßglei- 
chung, insofern diese in den Ausdruck fttr den Radius-vector eingeht; 
das zweite Glied entspricht der Evettion; das Argument çv^ ist endlich 
die Bewegung des Mondperigäums. 

Mit Hinweglassung der Glieder, welche in höheren Potenzen von q 
multiplicirt sind, hat man: 



= 1 — 2qcos 2(1— /i)j'o — .1' + Hl 
und mit demselhen Grade der Genauigkeit hat man: 

\r+7,co9(/y„ — /t) = I + ^i;,C082[(i — /i)i'„ — .r + /i.'l] 

Durch Multiplication mit diesen beiden Factorcn erhalt man aus dem vor- 
hergehenden Ausdrücke für 9{x)Ey der Gleichung (17) gemäss, den fol- 
genden: 

(29) /,, = ;f [i - (ry -I,,)(e" '^^ + yV'-) | cos[{i - ç)o, - f] 

+ x[e"«"-(tf-^i?,)]cosi2[{i-/iK-yi'+/i.1]-[(i-çK-/']j 

— /[î— ^)?,]e"*''co8(4[(i -fi)c^-A- +,iA]- [(i-ç)v, - l']] 



Dieser Ausdruck von p^ ist indessen noch unvollständig, indem der- 
selbe nicht diejenigen Glieder enthalt, welche aus der Function TT rechter 
Hand in der Gleichung (26) entspringen. Diese Glieder werden, wenn 
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man sie zunächst in der Function E berücksichtigt, aus der nachstehenden 
Formel erhalten: 

^/2Ä:A-H(HH,(iw)W,(t'«.) dix) J W(r) "^ ""'"' 

und diese Grösse ist dem Ausdrucke (27) hinzuzuftlgen, damit die voll- 
ständige Function E erhalten werde. 

Die Ermittelung des gemeinschaftlichen Coefficienten der beiden Glieder 
in dem vorstehenden Ausdrucke habe ich in der ersten Abhandlung über 
die Theorie der Bewegungen der Himmelskörper durchgeführt. ' An sich 
ist diese Ermittelung nicht von Interesse und kann daher hier tibergangen 
werden, und dies um so mehr, da sie leicht, auf Grund bekannter Regeln, 
aus der Integralrechnung bewerkstelligt werden kann. 

Von den Gliedern in TT", gedenke ich nur der nachstehenden, als 
der grössten und einflussreichsten 

TF, = — ;•, — ßip'^ — ^-i cos (A«o — .4) 

und eben diese Glieder bilden auch den Haupttheil der Function W, Das 
zweite dieser drei Glieder ist aber noch -nicht auf eine solche Form ge- 
bracht, dass die Functionen unter dem Integralzeichen in der Gleichung 
(30) unmittelbar integrabel sind, wenn dieses Glied för W daselbst ein- 
geführt wird. Aus der Theorie der Erdbewegung hat man aber, wenn 
man bloss' den intermediären Werth von p'^ berücksichtigt, 

/*i = y cos[(i — ç')f'j — /"] 

in welchem Ausdrucke x' mit der Excentricitftt der Erdbahn identificirt 
werden, ç'v'q die Bewegung des Erdperiheliunis, und /'' die um 180" ver- 
mehrte Länge des Perihels (also das Perigäum der Sonne) bedeutet. Indem 
man ferner die Lange rj durch i>o ersetzt und dabei die mit G bezeichnete 
Grösse vernachlässigt, ergiebt sich 

Po = z'oo8[{i — <:'){no^ —/lA + .1') — /■'] 



iska Vetenskai 
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Mît Anwendung dieses Ausdruckes erhält man s&mmtlicbe Glieder in W 
auf solche Form gebracht, dass die in der Gleichung (30) vorkommenden 
Integrationen unmittelbar auBzufQhreo sind. 

Die Einzelnheiten der hierauf bezüglichen leichten Rechnungen werde 
ich nun nicht weiter berühren, indem wir die allgemeine Form der Re- 
sultate auch ohne solche Details erkennen werden, und die bereits mit- 
getbeilten Entwicklungen uns in den Stand setzen, Ober die numerische 
Genauigkeit, die bei der ersten Annäherung erreicht wird, uns ein Urtheil 
KU bilden. Zum Erkennen der allgemeinen Form der Resultate genOgt 
folgende Bemerkung: Wenn in dem Producte 

H(» -.-,. ) "ig;. 

ein Glied der Form 

vorkommt, wo h, g und B beliebige aber doch reelle Constanten bedeuten, 
90 enthalt das Product 

^ B{^) ' 
das entsprechende Glied 

Wenn nun diese beiden Glieder in die Gleichung (30) eingesetzt werden, 
so erhalten wir das entsprechende Glied in E wie folgt; 



oder, wenn man jetzt B für B — vi A' — /tA — -ff) schreibt, 

(,0 b = -AjL |S(°)|-SW _H (»+H+H(x-.v.) , , 

'■^ > .■ij2Ki'H(.V»)H,Ci»)»,(;») »c») '" ^ '"• ' 

ij 2X*-H(,V»)lI,C.V.)fl,(im) t>{') " ' 
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Die Glieder, welche wir jetzt theils entwickelt, theila angedeutet 
haben, entsprechen den Hauptgleichungen der Mondbewegung, nehmlich 
der Mittelpunktsgleichung, der Evection, der Variation und der jährlichen 
Gleichung. Dabei ist auch die Bewegung des MondperigRums, dip wir 
durch <Vg bewichnet hftben, zieralicfi vollständig gegeben- Dprcb eine 
geringe Ab&nderung der betreffenden constanten Coef&cienten, von der 
weiter unter die Rede sein soll, l&sst sich die Genauigkeit noch steigern, 
ohne dasfl an der bisher befolgten Behandlung der Aufgabe formell Etwas 
geändert wird, so dass die Resultate immer noch als der ersten Annäher- 
ung entsprechend anzusehen sind. In der zweiten Ann&herung kommen 
die Glieder, vehztie von den hotieren Potenzen der GrOsaen p^ und p'^ ab- 
liAngeOt mit in Rechnung, in so fem sie nämlich die Glieder der inter- 
inedi&ren Bahn^ und niuuentlich die Bewegung des Pengäums beeinflussen. 
Unsere Aufgabe ist nun aber nicht die betreffenden Entwicklungen wirk' 
lieh auszuführen, sondern vielmehr, die Resultate unter einer möglichst 
concentrirten Form zu erhalten. Zu diesem Zwecke werden wir zwei 
Functionen / und i, bilden, indem wir setzen; 

IE.{x + ito) + H(j^ — iio) = 2Ï6{t)cosL^ 
i[H(x-\-io)) — }i{x~m)\ = 2W{(r)smL, 
Aufl diesen Besti nun ungen folgen verschiedene Relationen, nehmlich 
\0{x)YP = B{x + ia))B{x — iw) 
. H(a! + im) — H(« — üo) 



tang/y, : 



'H(a! + t«) + H(«-û«) 
H(J! + ita) 



-^'=i'^^6H(^_H 



dx ~ 2'\b{x + ito) mx- 
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Erinnert man sich ferner der Beziehung: 

e(o)' H(a! + t.M)H(ie— im) 






80 leuchtet die Richtigkeit des Ausdruckes 



r v' — Biitto' + en«' 

sofort ein. 

Aus der Glachung (28) ergiebt eich nun, indem die Gleichungen (32) 
berücksichtigt werden, 

E = x"~^Icob[L^ + v{i —/i)v„~r+ Ä'—fLi], 
Si 

und, wie wir aus der Gleichung (31) ersehen, kJlnnen die Qbrigen Glieder 
in E auf eine ähnliche Form gebracht werden. Fassen wir also alle 
Glieder in E zusammen, so können wir das Resultat, wie folgt, angeben, 

(33) . - E= Vcos(X, + V.— -Bo) 

+ X,/C08(i, + X,v^ — B,) 

+ X^l C08(X, + \i\ — B,) 

+ , 

wo die X und die Å constante Coefficienfen bezeichnen, deren Werthe 
ebenso wie die der Winkel B sehr einfach zu ermitteln sind, und daher 
hier libergangen werden. Ins Besondere hat man 



B, - /'—/!■ + /H--1 
Den Ausdruck (33) für E kann man indessen formell noch mehr 
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zusammenziehen, was för die späteren Operationen nicht ohne Nutzen 
sein wird. Wir bilden die Functionen: 



demi) = Xg 

+ X, eos [{i, —i^)v,—(B,— B,)] 

+ X, cos ({A, — Å,X — {B, — *.)] 

+ 

å Anl) = X, sin [(,1, _ A,) e„ _ (ß, _ BJ] 

+ x,üu[{i, — i,)v,-(B,-B,)] 



(34) 



Die numerischen Werthc der Constanten sind nun in der Theorie des 
Mondes Bolche, dass ;f^ die Summe der Übrigen bei. Weitem ObertriflFt 
Man kann daher annehmen, dass â eine immer positive GrOssc bezeichnet; 
dabei wird D einen Winkel bedeuten, der wenige Grade zu beiden Seiten 
von Null hin und her schwankt. 

Fflr die Function d* führe ich noch den folgenden Ausdruck an 

(35) â^ = xl-\-xl-\- xl + ... 

+ 2x„ [x, cx)ö[(;, - X,)v^~{B^-'B^)\-\-x, co8[(A,-A„)y,- (jEf,-if,)j + ...) 

^2x,{x,cos\(X,-X,X-iB,-B,)] + x,co&[{^-X,)v,-{B,-B,)]+...\ 

+ , 

aus dem die Entwicklungen der verschiedenen Potenzen von »J erhalten 
werden können. 

In dem Falle, dass von den Ooefficienten x^, x,, . . . , alle mit Aus- 
nahme der beiden ersten verschwinden, gestalten sich die Formeln be- 
sonders einfach, und weil dieser Fall factisch in Betracht gezogen werden 
wird, so gebe ich die betreffenden Formeln an. 

Zunächst bezeichne ich 

{K-K)<'.-{B,-B,) = «: 
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und L'rluiltu 



âcosD = x^ + z, ( 
(I ein D = X, sin w 



° '» + *'i *0B IC 

à' = xl -j- 2;(flZi COSlf + x'i 
du XaX^COiW + «Î / 



-iK-K) 



-{K-K) 



Aus der Gleichung {33) ergiebt sich nun, nachdem wir uns der Bezeich- 
nungen (34) bedient haben, 

irmn findet ferner, indem man der Gleichung (21) gemäss den Wcrth von 
p^ bildet, und dabei die Bezeichnungen 



(36) ? = (ï./.y'l +7, COB (^r. — il) 

einführt, das Resultat 

(37) //, =çcob(X + D) 

In gewisser Hinsieht ist diese Form des Resultates mit wesentlichen 
Vortheilen verbunden, die jedoch andererseits von NachtheÜen aufgewogen 
werden, welche ihr eigenthümlich sind. Wenn man nehmlich, mit Htktfc 
dieses Werthes, die reducirte Zeit 7 als Function der interm'edi&ren Lange 
ü^ entwickelt, so treten Glieder langer und kurzer Perioden durch ein- 
ander auf, eine Unbequemlichkeit, die man doch auf ein möglichst geringes 
JVfaass zurückzubringen suchen muss. Eine solche Reduction ist auch 
sehr einfach auszuführen, wenn man von den Gliedern der Gleichung (33) 
alle solche abtrennt, die in ihren Haupttheilen entweder constant oder 
langer Periode sind. Die Functionen âcosD und dsiaD werden nun 
auch diQse Glieder nicht mehr enthalten und also wesentlich reducirt er- 
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äukeineii. In def Mondtheorie wird es sich sogar empfehlen, von diesen 
Functionen alle diejenigen Glieder abzutrennen, die nicht in z, oder jtj 
innltipUcirt sind, wobei indessen vorausgesetzt wird, dass das in ;cj m'ulti- 
plicirte Glied der Variation entspricht. Die j&hrtiche Gleichung ist als- 
dann unter den abgetrennten Gliedern zu suchen. Bezeichnen wir die 
Summe dieser durch JR, so haben wir nun, statt der Gleichung (37), die 
folgende 

(38) />, =5 + )ycos(L + -ö) 

Eb ist aber bei dieser Gleichung ma bemerken, dam B an sich tiehr klein 
ist, aber Glieder enthftlt, die itn Integrale fSdv^ gross werden. Da nun 
die Function :jcos(Z + D) keine, oder wenigstens keine weaentli<^en 

Glieder langer Periode enthalt, so können solche auch nicht in ^ 'v~ö — 

vorkommen. Diesem Umstände gemäss muss die Entwicklung der redu- 
cirten Zeit als Function von v^ angeordnet werden. 

Mit der Erreichuqg der angeführten Resultate ist das Wesentlichete 
der vorliegenden Untersuchung absolvirt; denn wir haben. in dem ge- 
fundenen Ausdrucke von p^ bereits einen Werth dieser Grösse, welcher 
sehr gen&beti ist «nd die weaentJicfaen Eâ)^thQmHchk.eiten der Mond- 
bahn angiebt. Es sind aber noch einige Bemerkungen hinznuifageD, 
theils in Bezug auf die Ausführung der fortgesetzten Ajnnähsntuigen, um 
die Function />„ genauer zu bestimmen, theils in Bezug auf die Ermit- 
telung der Functionen ;^ und r. 



Sobald ein genäherter Werth der Function p^ oder E gefunden 
worden ist, hat man denselben in die rechte Seite der ^Gleichung (26) zu 
substituiren. Im allgemeinen sind die hierbei vorkommenden Operationen 
mit keinen Schwierigkeiten verkntkpft, jedoch mit der Ausnahme, dass 
Glieder auftreten, welche x oder v^ als Factor haben und welche daher 
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Operationen veraulaBBeii diesti zu vernichten. Solche Glieder eiittitehcn, 
wenu für W ein Product der Form 

fE cos 2S-^X 

in die rechte Seite der Gleichung (30) eingesetzt wird, und zwar ist 
hierbei 2 der gcniigstc Wcrth der ganzen Zahl s, und kommt von E 
nur der Theil in Betracht, welcher durch die Gleichung (27) gegeben ist 
Der Coefficient f dieses Productes ist immer eine Grösse wenigstens zweiter 
Ordnung in Bezug auf ß oder fi", und es wird sich zeigen, dass das re- 
sultirende, in v, multiplicirte Glied wenigstens dritter Ordnung ist. In 
Bezug auf dieses Glied, welcltes wir £, nennen wollen, giebt nun die 
Gleichung (30) ein Resultat der Form 

. ^-, Ilf^— iw) ^!^ l'HU + i«tMl(x — it<i) tt , , 

+/fi'-^-'' J ■^—r«(é ^■0.2S-^Xdx + ..., 

WO f\ das Product von f und den constanten Factor in dei* Gleichung (30) 
bezeichnet. 

Erwägen wir nun, dass 

und erinnern wir uns der Entwicklung 
nax^ = const 

/ T \' I I 80 jT , 167* j: , I 

SO ersehen wir, dass das Resultat in Bezug auf E^ das folgende wird: 
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Andererseits erhalt man aus der Gleichung (27), wenn man duselhst, und 
zwar nur in dem Quotienten ■ ây — { t die Grösse ai um Arn vermehrt denkt, 

I ' »(«) ' «(*) ( td«i' 

Es geht aus der Form dieses Resultates sogleich hervor, dass man durch 
eine passende Bestimmung von Atu, die jedenfalls eine sehr kleine Grösse 
bezeichnet, dass Glied E^ vernichten kann. 

Dass die Änderung von w übrigens keine seculären Glieder ver- 
anlasst, ist leicht nachzuweisen. Zun&chst ist ersichtlich, dass sie nicht 
durch Differentiation der Functionen H(.'C + î(u) und i{{x — m) entstehen 
können, aber auch in den Gliedern der Gleichung (30) hat eine Differentia- 
tion in Bezug auf <o kein seculares Glied zu Folge. Wir betrachten den 
Aundruck 

A = ^fFe'"dx 

wo a eine beliebige Function von tu und F eine Function von x bedeutet. 
Man erhält hieraus, indem nach w differentiirt wird, 

ë = ^J{x^jFe-"iix — ^'fxFe-"(lx\ 

ein Resultat, worin die Glieder, welche x als Factor enthielten, einander 
aufgehoben haben. 



Das Resultat, welches wir för ^ angegeben haben, ist, obschon für 
die bisherige Verwendung hinreichend genau, doch nicht so genfthert, wie 
wir es in der ersten Annäherung ohne Mt\he finden können. Da wir aber 
bereits einen genäherten Werth dieser Grösse besitzen, so können wir die 
erste der Gleichungen (17) mit Rtlcksicht hierauf behandeln. 
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Wir schreiben diese Gleichung zup&chst in der folgenden Weiae: 

d^l^ —ßi ^'" (■^"o + 2^ — ^) + ßii^Po — 3/>;) sin (K — -^) 

+ 

und führen in das dritte und die folgenden Glieder rechter Hand den ge- 
näherten Werth 

j^ = ^ sin (Aw„ — A) + 4^, ffp^ sin {kv„ — A)dvl — $ß, ffp'^ sin {h\ ~À) ifrl 

ein. Das Resultat, welches M'ir sojnit erhalten, bezeichnen wir, wie folgt: 

(39) 5^ = — Ä f""> (-^''o + ^X — ^)+ ß, {4P6 ~ iP'o) "" (K — ^) 

+ ^.{V« - 3/>;) 8in2(^»-„ - .4) + X^, 
wobei wir gesetzt hoben: 

{40) X, = 4^(4/)„ — 3/*;) cos {Å.t\ — A)ffp„ ain (^r„ — 'A)(fvl 

— 3^{4/>o — 3^;)co8(;rB — A)ff//t8,m (Aw« — ^)rfi'; 

Die Function Xj ist also, wie man leicht -erkennt, eine aehf Jcleine Grösse, 
erstens zweiter Ordnung in Bezug auf y9,, dann aber auch zweiter Ord- 
nung in Bezug auf die Constanten x und x. 

Für die Integration einer Gleichung der Form (39) habe ich in 
der ersten Abhandlung über die Theorie der Bew. d, Himmelsk, eine 
Methode gegeben, die zwar keine directe ist, sondern das Resultat durch 
fortgasetBte Ahn&hernngen giebt Im verliegenden Falle convergire« diese 
aber äusserst rasch, weil die in der ersten ÂnnOiberuag yerjiachlfi^igjen 
Glieder edne sehr kJeiüe Grösse, von der OjdjQung /5Î (4/», -=- ß/»;)' ,bjl4efl. 
Die Au^na^idïu^tî^upg der . Metbade brauche ich lùer mcht tm wied^- 
holen; es genü^, die Resultate der ersten Annäherung anzuffthien. 
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Aug der Gleichung; 
bestimmen wir den Modul k, und bezeichnen 

wir erhalten alsdann: 

(41) ;c = aine-;(;i..-^)+ F„ 

wobei F, aus der nachstehenden Gleichung zu bestimmen ist: 

Die Buchstaben K und E bedeuten hier, wie gewöhnlich, die vollstän- 
digen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung, und die Grösse X 
bezeichnet die Summe aller Glieder rechter Hand in der Gleichung (39). 
Die willkürliche Constante C, kann sofort gleich Null gesetzt werden; 
die andere Constante C, musa man aber in der Weise bestimmen, dass 
die Glieder, welche den Factor Ç erhalten, zum Verschwinden gebracht 
werden. Solche Glieder lassen sich übrigens direct, durch eine geringe 
Änderung des Coefficienten ß^, vermeiden. 

Handelt es sich nun darum, die j^-Function an und für sich zu ent- 
wickeln, so muss der bereits gefundene Werth von p^ in die Function X 
substituirt werden ; beabsichtigt man aber eine neue Annäherung in Bezug 
auf /}g durchzuführen, so ist diese Grösse als noch unbestimmt in den 

Formeln beizubehalten, und man erhalt alsdann ein Resultat für 7^, 

welches in derselben Weise, wie es in dem Artikel 3 gezeigt wiirde, zu 
verwenden ist. 

Ätim maltummHea. 7. Imprlm« lg 7 Airll IBM. 21 
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Die Herstellung der Function erheischt indesBen. noch die Entwick- 
lung des Integrales 

und anderer, mit diesem verwandten. Ich werde daher die allgemeine 
Form 

in Betrachtung ziehen, aus welchem die Entwicklungen der 'vorkommen- 
den Specialfalle zu erhalten sind. In diesem Ausdrucke bedeutet s, nicht 
minder als m ganze Zahlen, von welchen m auch negativ sein kann; M 
eine Constante, und Jl^ einen beliebigen positiven oder negativen Coeffici- 
enten, welcher natürlich auch die, dem Buchstaben X vorhin beigelegten 
Werth haben kann. — Man könnte nun die Function dU in leichter 
Weise, in eine direct integrable Form gebracht erhalten, indem man 
die Entwicklung der Function j^'e"^^*'» zuerst durchführte — in welcher 
die Differenz s — m immer eine positive gerade Zahl, Null nicht aus- 
genommen, bedeutet — allein dadurch würde man die concentrirte Form 
der Resultate, die wir doch beizubehalten bestrebt sind, aufgeben. Ein 
anderer Ausweg, die Integration durchzuführen, ist daher erforderlich. 
Um eine solche vorzubereiten, setze ich: 

Wenn nun dieser Ausdruck, nach ausgeführter Differentiation, mit dem 
vorhergehenden verglichen wird, so finden wir die Gleichung; 

in welcher Gleichung die bekannten Werthe der Differentialquotienten 
einzusetzen sind. Man erhält somit ein Resultat der Form: 

indem man sich unter g und 2e zwei constante Coefficienten denkt, von 
denen die zweite von der Ordnung des Verhältnisses zwischen Evection 
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und Mittelpunktsgleichung, multiplicirt mit uiiicr ganzen Zahl, ist. Die 
Function ff bedeutet dabei ein Reihe Glieder, deren Summe immer klein 
im Verh&ltniss zu 2e bleibt. 
Wir setzen hierauf: 

und bestimmen die einzelnen P aus den Gleichungen: 

1 =\iff~- 2€ sin(Ai;„ — Ä)\P^ + ^' 

-P^W = [i9- 25 8in(;t-, - Ä)]P, + ^ 



— P, *• = [ig — 2esin(;i;„ — A)\P, + 



Hieraus findet sich 
P, 






u. 8. w. — Ohne Schwierigkeit würde man, auf Grund dieser Ausdrücke, 
die betreflfenden Functionen entwickeln können, allein wenigstens die erste 
derselben l&sst sich durch die Methode der unbestimmten Goeffîcienten 
noch einfacher ermitteln. 

Zu diesem Zwecke setzen wir: 

iP^ = Po + pje«'"--» + p^ff"'*--"' + . . . 

+ i).,«-"*--'" + p_,e-"'*"-*' + . . . . 
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welche Bezeichnungsweise die folgenden Bedingungsgleichungen nach eich 
zieht: 

o = (^ + S)p, + £?, — «', 

o = (2A + ii)p, + sp, — tp, 

u. s. w. 

= {X — g)p_, + ep, — sp_, 

o = (2A — s)p_, + sp_, — tp_, 

u. s. w. 

Aus diesen Gleichungen folgen, indem s eine positive ganze Zahl bedeutet, 

c s 

p, li + g . p_i >Å — g 

P—'~ ,_&+!__!_' r—*t~ , f— I « 

p, »^ + ? P-. »^ — g 

und die Beziehungen geben zu den nachstehenden KettenbrOchen Anlass: 

p, 'i + g 

(.-i + g)l(» + '}' + 9] ■ 

' ''" W+ ')> + gll(' + ^)X + g\ 
I + 






I + 

Diese Ausdrücke erweisen, nicht nur dass die KettenbrQche con- 
vergent sind, wenn s einen hinlänglich grossen Werth hat, sondern auch 
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das8 die Reihe, welche die Function P^ darstellt, immer convergirt, den 
Fall jedoch ausgenommen, wo sl — g den Wejith Null amiehmen kann. 
Solche Falle können indessen vermieden werden. 

Hat man nach den angeführten Formeln die Verhaltnisse — und — 

gefunden, so ergiebt sich der absolute Werth von p^ aus der Gleichung: 

Die übrigen Gleichungen des Systems, welches die Function P be- 
stimmt, lassen sich in eine Reihe anderer Gleichungen zerlegen, von denen 
jede einzelne die Form der soeben betrachteten hat, und also durch die 
angeführten Ausdrücke integrirbar sind. In der That, wenn die Gleichung: 

besteht, so setze man: 

p, = roP^.oe«*"'-''' + n-Pn.ie*"'""'''' + • . . ; 
zur Bestimmung der Function P,,, erhalt man alsdann die Gleichung: 

1 = 1% + y - 2tûn[h,, - A)]P.., + ^, 

welche mit der Gleichung, woraus P„ bestimmt wurde, ganz analog ist; 
nur steht ff -\- X, anstatt der Constante g. 

Wir kommen endlich zu der Aufgabe, die reducirte Zeit r als 
Function von v^ zu ermitteln: dieselbe ist jedoch nunmehr leicht zu lOsen, 
weil die soeben auseinandergesetzte Integrationsmethode auch jetzt Ver- 
wendung finden wird. Man hat nehmlich nur den Werth von dr aus 
der Gleichung {15) nach den steigenden Potenzen der Grösse p^ zu ent- 
wickeln, wonach die Reduction auf integrirbare Formen ohne besondere 
Vorschriften äusserst leicht auszuführen ist — Man hat aber hierbei die 
Glieder besonders zu beachten, die aus R herrOhren; der constante Theil 
dieser Grösse, ebenso wie die constanten Theile von iï*, R', ..., jj*, yj*, ... 
müssen in dem Factor p berücksichtigt werden, und man kann diesen, 
wie schon hervorgehoben wurde, in solcher Weise bestimmen, dass die 
mittlere Bewegung durch das Product yZ/ij^a"^ ausgedrückt wird. Die 
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Glieder langer Periode, welche iu dcD erwähnten Functionen vorkommen, 
werden durch die Integration direct vergrOseert, und es ist zweckmftsBig, 
sie besonders zu bebandeln, d. h. sie nicht mit den Gliedern kuner 
Periode, wie z. ß. :jcos(i + D), ]j'cofl2(i + i>)7u- s- w. zuaainnien- 
zuschlagen. Man kann nehmlicb mit den zuletzt genannten Gliedern, oder 
vielmehr mit der Function, aus welcher sie entstehen, eine gewisse Trans- 
formation vornehmen, wodurch der Ausdruck für r wesentlich an Ober- 
sichtlicbkeit gewinnt; ich muss sie indessen hier bei Seite lassen, um 
diese Abhandlung nicht zu sehr auszudehnen. 



Bevor ich zu der Mittheilung der numerischen Resultate Obergehe, 
will ich einiger Zueatzglieder gedenken, .welche bisher vernachlftsügt 
wurden, die aber leicht nachti^Iich Berücksichtigung finden können. 
Es sind dies die Glieder, welche aus der Function 

G = iftfp'^äv, — 2ftfp^dv, 

herrühren. Diese Function, die bisher vernachlässigt wurde, veranlasst 
in Q, und P^, als den wesentlichsten, die Zusatzglieder: 

AÇd = — 6/£*co8(A«|, — Å)Jp^dv^ 

APo = — 6/i'8in{Ay, — A)Jp^dv^ 
Hiermit ergeben sich: 

A 3^ = ~ 6fi*fcos{Åv^ — A)dv^fp^dv^ 
— AP„— 2At^= 6/i'8in(Ai'o — A)jp^dv^-\- 12/1" rcos{Av„ — A)dv^Jp^dv^; 
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und wenn man auch hier die im Art. 3 angeführte Transfonaatäon an« 
wendet, und dabei alle unwesentlichen Glieder weglUsst, so wird zunächst: 

— APg — *^j^ ~ — 6/x*ßin(Av5 — -4)^ — i2ju'y"cos(Aw, — A)^dv^ 
= — 6fi' 8in(AVo — A) ^ — 1 2ju* co8(AVj — A)p^ 

— i.2]u*A/sin{>«|, — A)p^dv^ 
In dem letzten GUede dieses Auedruckes setzen wir den Werth: 

8in(^», — ^)^ — ^ cos^u, — A)p, 
fp. sin (Atf, — Å)dv. = j — -^ TT TT] 

ein, und erhalten, immer mit Hinwegtassung unwesentlicher Glieder: 

— I 2/*'( I 1 C08(Åy, — ■^)p„ 

Hiernach findet man leicht, als Correction von ^, den Werth: 
■ A^=3/t*(6-+^ — 4) 

Diese Vorbemerkung musste vorausgeschickt werden um eine der 
folgenden Zahlen motiviren zu können, die mit RQcksicht auf die zuletzt 
gegebene Cotroction berechnet worden ist. 

Mit den bekannten Werthen der mittleren Bewegungen des Mondes 
und der Sonne, nehmlich: 

log» =^ 7.23500191 . , t ^ 

in 365- Tagen 
log«' = 6.1 125936) 4 

ergaben sich: 

Mog/i = 8.8773917 
logA = 0.2669659 
log;S,= 7.9312747; 
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und hierauf: 



ferner: 



Hngo OyIdéD. 

logÄ = 7-9307323 
logjiî = 8.2142154 

logn = 7-4557767 

log;-, = 8.2496706; 

logïo =0.3852098 
logiji = 8.18*1890 
logij, = 7.6266856; 
und endlich: 

log^o = 7-9153485 

log^ = 9.0107692, 

in welchem letzten Werthe die Correction A^ bereits aufgenommen 
worden ist. 

Nachdem diese Vorbereitungareehn ungen erledigt waren, ergab eich 
die Grösse q aus der Gleichung (24), oder vielmehr aus der, dieser Glei- 
chung entstammenden Reihe: 






Es fand sich: 



logs = 7 ■8747530 
Vermittelst der bcltannten Formelo: 

1 (1 +<l'Xi +? •)■ 



■4v/« 



49 4g* 



^ = I _i_ ^f ff _i_ 



ergaben sich femer: 



logJ:= 9.5265621 
log — = 0.0129229 
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Zur Bereclinung des Gliedes &'/",;'* dient die Formel: 

= — 32î'{i + 29' + 45* + ...» 
welche leicht aus der Gleichung 

gefolgert wird. 

Setzt man nun in die Gleichung {25): 

-^{i-p,) — i.-'rr = ~^{< -I.), 

so findet man, auf Grund der vorhergehenden Entwicklung, 

lo = ;Fo — 8ÅY{i + 23» + 45* + . . ,) 

Die Einsetzung der bereits angeführten Werthe in die rechte Seite dieser 
Gleichung ergab: 

•ogj, = 7.8255800; 

und da die Grösse sn/oj aus der Gleichung 

4'smo,'=i-l,(i)'(i-Ä) 

bestiiimit wird, so ist: 

logA'anio)' = 8.9771709, 

Zur Ermittelung von e'*' dient die Entwicklung 

— ,J-8n.<o-— (e-* — e ) ^-1—, ^ 



[,-,•)'-<,•{,•>-.-«-)' " I 
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Der Kürze wegen bezeichne ich: 

X = e** — e **■ 

und setzt;: 

(T = — ik sn io) , 

so dass 

logff= 9.4885855, 

und erhalt« hierauf die erste Annäherung in Bezug auf x, wenn ich 
diese Grösse aus der quadratischen Gleichung 

ff{i — gy =-- 2v'2(i + 9)^^' + <lfTx'' 

bestimme, woraus fnr die Unbekannte die nachstehende Reihe erhalten 
wird : 

2v'gCi +s) 'T i 4(1 +9)' Vt / ■■ ■( 

Nachdem 'x- in solcher Weise näherungsweise bekannt geworden ist, setzt 
man diesen Naherungswerth in den Ausdruck: 



und erhält hierauf einen schon sehr nahe richtigen Werth aus der ku- 
bischen Gh'icbung 

Nach Einsetzung der numerischen Werthe fand sich: 

log,T = 0.2401030 
woraus sogleich folgt: 

loge"'"^ 0.3412369 

Die Berechnung der Grösse, die wir mit v bezeichneten, kann mit 
Hnlfe der Entwicklung 

*M-,;JL^(eÄ- +,"*-)! 1 ^ 1 ^ I 



»(,■») *'2a:'^- ^ /(,_„■_, ,■ T^(i-, •)■-,•.,• 
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gefunden werden, wo wir unter der Bezeichnung 3; fortwahrend die GrOsee 
e'* — c *" verstehen. Aus dieseni Wertlic folgt: 

V = ixie'"" + e""'")!,-— ~i -, + . . .1, 

wonach die nachstehende Formel f(ïr f gefunden wird: 



./^_2{i ~/i)x{é"' +e '" ) - 



I 



Das Resultat ergiubt sich aber aus dieser Formel niclit sehr genau, 
weil Ç 8(jlir viel kleiner ist, als die beiden Zahlen, deren DiflFerenz sie 
ausmacht. Eine Formel für f, die schärfere Resultate liefert, erhalt man 
in der folgenden Weise. 

Die bekannte Entwicklung der elliptischen Function dnio» giebt uns 

Erinnert man sich des Werthes 

2 '^' 

so leitet man aus der vorstehenden Formel ohne Mühe die folgenden ab, 
wobei die Entwicklung von — zu berücksichtigen ist, 

Diese Gleichung addiren wir zu dem vorstehenden Ausdrucke von f, wo- 
durch die grössten Glieder sich aufheben, und es bleibt: 

C = iS+|Ä + ... + (.-/.)(y^,-...) 

-4(. -rt«"""(r.zi^q;p+ 4{. ^W (,-,)i(.'Xy-Fr 
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uiae Formel, welche unter Berücksichtigung, dusti 



ist, sowie unter Hiiiwegliissung der Grössen von der Ordnung g' gefunden 
wurde und welche endlich in die folgende übergeht: 

, ^ ig + -;|; + . . . + _4<^^^_j|e-h, - ,) - ,1 

Nach dieser Formel wurde c berechnet, und es fand sich: 

Ç = 0.0091 17 

wahrend der wahre Worth 0.008539 betragt. Das in unserer ersten 

Annäherung gefundene Resultat ist also um etwa — des wahren Werthea 

Zu gross gefunden. Der Unterschied beider hatte noch erheblich geringer 
gemacht werden können, wenn wir die Glieder, welche vom Quadrat der 
Neigung und von den Quadraten der Excentricitftten abhangen, berück- 
sichtigt, und überhaupt alle Glieder höherer Ordnung sorgfältig mit- 
genommen hatten, deren Mitberöcksichtigung die Form unserer Lösung 
nicht geändert haben würde. Dies lag jedoch ausser dem Bereiche un- 
serer Aufgabe, die nur eine erste Annäherung bezweckte. 
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ÜBER DIE AUFLÖSBAREN GLEICHUNGEN VON DER FORK 

X* + uj- -\- — o 



Eine irréductible Gleicliung von Prlmzahlgrad p ist dann und nur 
dann auflösbar, wenn, unter f„, f,, ..., f^_, eine gewisse Anordnung der 
Wurzeln verstanden, die Substitutionen ihrer Gruppe unter den folgenden 
enthalten sind: ^ 



(ÏJ 



(wo der Index auf den kleinsten Rest modulo p zu reduciren ist), oder in 
der Ausdrucksweise von Herrn Kroneckkii, wenn eine der »metaoykli sehen» 
Functionen rational ist. * 

Um zu entscheiden, ob eine irréductible Gleichung von Primzahl- 
grad auflösbar ist oder nicht, hat man also die Gleichung aufzustellen, 
welcher irgend eine metacyklische Function genügt und zu untersuchen, 
ob dieselbe eine rationale Wurzel besitzt oder nicht. 

Theoretisch ist es dabei völlig gleichgültig, welche metacyklische 
Function der Rechnung zu Grunde gelegt wird. Es genügt, dass sie 
roetacyklisch sei , d . h. dass sie bei den oben genannten Substitutionen 
iliren Werth nicht andere, bei jeder andern Substitution dagegen in einen 
andern Werth übergehe. 



' Vergl. Sbrrbt: Cours d'Algèbre supérieure, Tome II, Sect. V, N" 588 u. 589. 
' Vergl. Mooatabericbte der Berliner Akademie., 3 März 1879, IL, g 6. 
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Für die Gleichung fünften Grades genügt jede inetacyklinehe Funetiön 
einer Gleichung sechsten Grades, deren Coefficienten rationale Functionen 
der Coefficienten der Gleichung fünften Grades sind. Für eine besondere 
inetacykÜBche Function hat bereits Malfatti die entsprechende Gleichung 
sechsten Grades gebildet, ohne jedoch die wahre Bedeutung derselben zu 
kennen. Denn er bestritt die von Ruffiki behauptete Unauflösbarkeit der 
allgemeinen Gleichung fünften Grades und konnte also nicht wissen, dass 
die von ihm gebildete Gleichung sechsten Grades das Kriterium der Auf- 
lösbarkeit liefert. ' 

Malfath's Rechnung ist ei nigenna assen weitläuftig. Ein kürzeres 
Verfahren hat Jacobi vorgeschlagen, ' welches weiter unten angewendet 
werden soll. 

Fftr die Gleichungen von der Form 

a;" + MX + y = o 

vereinfachen sich die Ausdrücke erheblicli und hier gelingt es die fol- 
genden beiden Resultate abzuleiten: 

1 . Beschrankt man m und v auf alle ganzzahligen Werthe, deren 
absoluter Betrag nicht grösser ist als eine ganze positive Zahl n, wodurch 
man also (aw + i)' Gleichungen erhalt, so ist die Menge der auflösbaren 
unter ihnen für einen hinreichend grossen Werth von n gegen die ganze 
Anzahl beliebig klein. 

2. u und V lassen sich als rationale Functionen zweier Parameter 
X und fi dergestalt ausdrücken, dass durch Einsetzen irgend welcher ratio- 
nalen Grössen für Å und fi immer eine auflösbare Gleichung entsteht 
und umgekehrt jede irréductible auflösbare Gleichung von der Form 
x'^ -^ uz -^ V = o durch Einsetzung zweier rationalen Grössen für X und 
jU erhalten werden kann. 



' Vergl. Briobchi, Atd dell' Istituto Lombardo, IX, 1863, pag. 215—232. 
' Observnliunculae ad theortam aequationum pertinentes, Grelles Jouroal, Bd. 13, 
uod GcHainuiflK! Werke, Bd. III, pag. 276. 
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über die auflösbaren Gleicliungen ' 



Versteht man unter «^, 3*j, r,, r^. x^ die fünf Wurzeln tier Gleichung 
fnnften Grades, so ist 

eine zwOlfwerthige Function. Denn sie bleibt bei den zehn Substitutionen 



(" ) 



und nur bei diesen ungcîlndert. 

Die zwölf conjugirten Functionen gruppiren sich pnarweisi', so dass 
je zwei bei derselben Gruppe cyklischer Substitutionen ungeändert bleiben. 
So gehört, zu 

X^Xj + X^Xj + XjX^ + x^x^ + X^T^ 

diejenige conjugirte Function, welche aus ihr durch eine der Substitutionen 



C) 



hervorgeht, also 

Es werde die erste mit y,, die zweite mit y^ bezeichnet. Beide bleiben 
bei denselben zehn Substitutionen ungeändert. Daher ist y, — ?/, eben- 
falls eine zwölfwerthigc Function. Hier sind die paarweise zusammen- 
gehörigen conjugirten Functionen einander entgegengesetzt. 

Bei Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante y*^ bleiben 
nur 60 Substitutionen übrig, zu denen auch diejenigen gehören bei denen 
y, und j/j ungeändert bleiben. Daher hat y, — y^ nach Adjunction der 
Quadratwurzel aus der Discriminante nur sechs Werthe. Bezeichnet man 
dieselben mit «,, z^, ..., z^, so sind — ' z^, ~~ z^, ..., — z^ die andern 
sechs conjugirten Werthe. Die Functionen z, , «,, . . . , z^ gehen nur durch 
solche Substitutionen in einander tiber, bei denen die Quadratwurzel aus 
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der Dißcriiiiiiitinty utigeaiidert bleilit. Wendet man ihiher auf z^, s^, ..., e^^ 
irgend eine Substitution an, welche die Quadratwurzel aus der Discrimi- 
nante in ihr Entgegengesetztes verwandelt, so müssen z^, z^, ..., z^ in 
irgend einer Reihenfolge in — 2,, — z^, ..., — z^ llbergehn. 

Eine hoinogene symmetrische Function von z^, ..., z^ kann also bei 
irgend welchen Vertauschungen von x^, x^, . . . , 3", höchstens in ihr Ent- 
gegengesetztos ttbergehn und zwar auch nur dann, wenn ihre Dimension 
ungrade ist. 

Sei 

z" + o^z^ + a^z* + . . . + 8^ = o 

die Gleichung, deren Wurzeln 2,, z^, ..., z^ sind, so mössen also a^, 
a^, flg ganze symmetrische Futictionen von 3^^, ar^, . . . , x^ sein, während 
öj, «3, fl, sich nur durch einen ganzen symmetrischen Factor von y^ 
nnterscheiden können. Nun sind «, , a^, a^ resp. von den Dimensionen 
2, 6, 10, und y^ von der 10. Dimension in a:,,, J,, .., x^. Also müssen 
rtj und «3 Null sein, wahrend a, sich nur durch eine ganze Zahl von 
y'Ä unterscheidet. 

Die Gleichung hat mithin die folgende Form 

z''' + a^z* + a^z^ 4- fl^ = m\'Az 

(wo m eine ganze Zahl bedeutet und a,, a^, a^ ganze ganzzahlige Func- 
tionen der Coefficienten der Gleichung fünften Grades sind). ' 
Beschränkt man sich auf die Gleichung 

3:* + ?*x + y = o, 



' In der oben angeführten Abhandlung von Jacobi, der dicHe Deduction entnommen 
ifit, findet sich ein Fehler. F.r bemerkt nicht, daas die Function 



M 



«,», + x^x^ + x,x, + x^x^ + x^x^ 

aasHcr bei den cylcliscben Substitutionen ( ) noch bei den Substitutionen 

ungeUndert bleibt und dass diese Eigenschaft fllr die Argumentation wesentlieh Ist. 

An Stelle der cylciischoD Function, welehe er mit dem Symbol (r234g) bezeichnet, 
ist eine solche zu setzen, die bei den genannten 10 Substitutionen uDgeflndert bleibt; als- 
dann sind seine Folgerungen richtig. 
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SO sind rtj, «j, a^ gnnze ganzzahlige Functionen von « und v. Da aber 
V von der fünften, u von der vierten Dimension ist, so folgt, dass 

rt, = BJjtt, a^ = M,«', Og = *«gtt' 

(wo ttt,, »1,, w, ganze Zahlen sind). 

Um m,, »Wj, »ij, »( zu finden, setze man « = — i, v = o. Dann 
ist A = — 4* und r,,, x^, x^, x^, x^ = o, i, i*, i^ i*, 

Tj, i,, r^,, r,, 3,, z^= — 2Î, — 2t, — 2i, — 2t, 2 -|- 41, — 2 + 41, 

z" — m^z* + m,2* — »jj + i6(mz= (z+ 2i)*(z* — 8i? — 20) 

= «"4- 20Z* + 240^' — 320 + 512W 
und daher 

{i* — m^z* + m,r' — m^y + lö'ni's* = (ä' + 4)*C^* + 242' + 400). 

Mithin wird die Gleichung für z, nachdem man durch Quadriren die 
Wurzel V A weggeschafft hüt, 

{z" — 2C»tz* + 240«V + 320«^)' = 4'Az*, A =^ 4*11^ + s'v*, 

oder 

(/' — 4«)*(^* — 2411z' + 400«*) = 4*. s^.v*z'. 

Setzt man ^ — -, so ist ^ eine metncykliwhc Function \im\ ihre Gleichung 

(i) {fr' — 5Wff' + I 5m'(T + 5«')' -- Äff 

oder in audrer Form 

■(2) (*—«)'(»' — 6ï/ff+ 25«') - 5'rV 

Nur für solche Wcrthe von m und v, fftr welche diese Gleichungen eine 
rationale Wurzel haben, kann die Gleichung x^ -\- ux -\- v = o auflösbar 
sein, vorausgesetzt, duss sie nicht in Factoren zerfallt. Im letzteren 
Falle ißt nicht nothwendig einer der sechs Werthe von ^ rational, 
wie weiter unten an einem Beispiele gezeigt werden wird. Umgekehrt, 
wenn die Gleichungen (i) und (2) eine rationale Wurzel ergeben, so kann 
man daraus noch nicht schliessen, dass x^ -\- ux + v = o auflösbar ist. 

Ailm malkimalitm. 7. Impllm* ir 39 Ual INKS. 23 
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Sondern es ist erforderlich, dnss die rationale Wurzel eine einfache Wurzel 
sei. Nur unter dieser Voraussetzung ist die Function von x^, Xj, .., x^, 
welche diesen Werth annimmt, eine metacy kli sehe. Denn im entgegen- 
gesetzten Falle bleibt sie bei noch anderen Substitutionen ausser den 
metacyklischen ungeftndert. Untersuchen wir, welche Beziehung zwischen 
u und V bestehen muss, damit die Gleichungen (i) und (2) eine mehr- 
fache Wurzel besitzen. In diesem Falle muss zugleich die Ableitung 
nach ff verschwinden. Es muss sein 

2(3''* — lOMff + i 5u*){<t' — sua" + i5«V+ 5«*) = A. 

Also wenn dieser Ausdruck fftr A in (i) eingesetzt wird 

(ff' — 5«ff^ + 1 5uV + 5«*) 

(ff^ — 5Mff' 4- 1 5«'"' + 5«° — 6(T* + 20Mff* — 30«V) — o 
oder 

— 5('t' — Sw' + 15"'" + 5«°)(ff— »)' = o- 

Es wäre also entweder 

ff' — 5Hff' + I 5mV + 5«" = o 
oder 

ff — j* = o. 

Im ersten Falle folgt aus (i) Aff = o, also entweder A— o oder ff=o. 
Im zweiten Falle rr — « = o folgt aus (2) v*<r = o, also auch entweder 
V = o oder ff = o und daher « = o. 

Wir haben also drei Möglichkeiten A = o, v ^^ o, a =^ o. Die 
dritte reducirt sich auf die erste; denn soll ff = o eine mehrfache Wurzel 
sein, so muss in (i) sowohl das von a unabhängige Glied als der Coef- 
ficient der ersten Potenz von a verschwinden, also w =^ o und A = o 
sein. Mithin" können die Gleichungen (i) und (2) nur dann eine mehr- 
fache Wurzel besitzen, wenn entweder A = o oder v = o ist. In beiden 
Fallen ist die Gleichung 

:c* + «r + « = o 
reductibel. 

For irréductible Gleichungen ist es daher eine nothwondige und 
hinreichende Bedingung der Auflösbarkeit, dnss die Gleichungen (i) und 
(2) eine rationale Wurael besitzen. 
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über die auftäabareo GleiohuDgeo von der Form a;' + war + v = 0. 



II. 

FOr den Fall ganzzahliger Wertht: von « und (? Bollen nun die 
Gleichungen einer näheren Betrachtung uuterworfeu werden. Dann sind 
die Coefficienten der Gleichungen (i) und (2) ganze Zahlen und der Coef- 
ficient der höchsten Potenz von o ist gleich i. Daher ist jede rationale 
Wurzel nothwendig eine ganze Zahl. ' Nach dieser Bemerkung ist es 
nicht schwer zu sehen, dass jedem ganzzahligen Werthe von u nur eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Werthe von v und jedem ganzzahligen 
Werthe von v nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Werthe von w ent^ 
spricht, far weiche (1) und (2) eine rationale Wurzel erhalten können. 
Auszunehmen sind dabei nur die Werthe m = o und v = o. Für diese 
erhalten (i) und (2) bei beliebigen rationalen Werthen von v resp. m 
immer eine rationale Wurzel. 

Habe zunächst « einen bestimmten ganzzahligen von Null verschiede- 
nen Werth. Soll ein ganzzahliger Werth von a die Gleichungen (i) und 
(2) befriedigen, so muss dieser Werth ein Theiter des von a unabhängigen 
Gliedes sein. Der Werth von o, welcher diese beiden Gleichungen be- 
friedigt, muss also ein Theiler von 25«° sein. Das ergiebt eine endliche 
Anzahl ganzzahligcr Werthe ftlr a. In Folge von (2) lässt sich nun u' 
rational durch a und i* ausdrücken. Wir erhalten also für v nur eine 
endliche Anzahl gnnzzahliger Werthe, für welche o rational sein kann. 

Giebt man andrerseits v irgend einen von Null verschiedenen ganz- 
zahligen Werth, so ergiebt sich durch eine ähnliche Schlussfolge nur eine 
endliche Anzahl ganzzahliger Werthe von m, für welche die Gleichungen 
(1) und {2) eine rationale Wurzel besitzen können. 

Es folgt zunächst aus (2), dass a nothwendig positiv sein muss, weil 
(«T — u)S o^ — 6(7W + 25«' oder (was dasselbe ist) {a — 3«)'-+- 16«* und 
y' positiv sind. Ferner musa *t* — 6<rM + 25«' ein Theiler von 5*vV 
sein. Mithin 

a' — 6ff« + 25»' < s"«*«- 



Verjsl. Sbbbbt: Coxtra d'Âlg., Seotiou I, ühap. VII, N:o 149. 



y Google 



180 C. Uungc. 

Öder 



und daraus 
Andrerseits ist 
und datier 
Mithin 
oder 



a — 6m < 5*»*. 
(ff— 3«)' + i6«'< s'vV 

16«" < s'fV. 

16«' < s'^ü" + 5^6.^J*« 
m(i6m — 5 '.6.«*) < g'V". 



FOr negative Werthe von u sind beide Factoren der linlien Seite gleichen 
Zeichens und daher der absolute Betrag eines jeden kleiner als 5'"^*. 
Föp positive Werthe von u ergiebt sich 

i6m — 5*. 6.1»* < s^r" 
oder 

16« < 5'"«' + 5\6.«*. 

Auch hier- kann es also nur, eine endliche Anzahl ganzzahliger Werthe 
von a geben, wofür (i) und (2) eine rationale Wurzel besitzen. 
Untersuchen wir z. B. die Gleichung 

x^ ■\- X + V = o. ■ 

Eine rationale Wurzel von (i) und (2) müsste bei ganzzahligen Werthen 
von V ein positiver Theiler von 25 sein. Es bleiben also nur die Mög- 
lichkeiten ff= I, 5, 25, Ftlr dieselben hat (ff — M)*(ff'' — öwff + 25«') 
die Werthe o, 4". 5, 3*. 4". 5'. Da diese Werthe durch 5*.ff theilbar sein 
müssen um ganzzahlige Werthe von v zu liefern, so ergiebt ach a= i»" 
t; ^ o allein als zulässig. « =^ o ist der einzige ganzzahlige Werth von 
V, wofür die Gleichungen ([) und (2) eine rationale Wurzel haben. Man 
bemerke zugleich, dass auch für solche ganzzahligen Werthe von v, für 
welche .r* + ;k + " reductibel ist, z. B. för u = 2, die Gleichungen (i) 
und (2) keine rationale Wurzel besitzen, dass also aus der Auflösbarkeit 
der Gleichung fünften Grades allein ohne die weitere Voraussetzung der 
Irreductibi litat nicht auf die Rationalität einer der Werthe von a ge- 
schlossen werden kann. 
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über iliu auSäabaruD Oluiubun^un ' 



III. 

Bfscliränkt man « und o auf alle ganzzaliligen Werthe, deren ab- 
Bolutcr Betrag nicht grDsser ist als n, so erhält mau (2« + i)' Glei- 
chungen. Vun diesen sind zunächst uUe diejenigen uuflöebar, in denen 
u = o ist. Ihre Anzahl ist an + i, welche gegen (an + i)' mit wachsendem 
u verschwindet Alle ftbrigen auflösbaren Gleichungen sind nach dem, 
was wir oben gesehn haben, jedenfalls nicht zahlreicher als die Anzahl 
aller Divisoren der Zahlen 

25«" (''-ii,±ï t«) 

vermehrt unt die Anzahl aller rcductibcln Gleichungen. 

Kö lioll jetzt gezeigt werden, dass auch diese Anzahl gegen (2«+ 1)* 
fOr hinreichend grosse Werthe von n verschwindend klein ist. 

Die Anzahl der positiven und negativen Divisoren einer Zahl /i 

ji ^ pi p-i ■ . . pu {Pd Pif • • ■ > Pu l'rimzahlen) 

ist gleich 

2(i, + l)(^ + I)...{A.+ I) 

und das Verhältniss dieser Anzahl zu der Zahl selbst demnach gleicti 
^ ^1 + I ^ + I ^„ + 1 



Diese Zahl ist, wenn Å die grösste der Zahlen A,, . . . , A„ und p die grösste 
der Zahlen pi, . . . , p^ bezeichnet, zugleich nicht grösser als 



Deim hier sind alle Brüche ausser demjenigen, wo X rcsp. p vorkommt, 
durch I, d. h. den grössten Werth, welchen sie überhaupt annehmen 
können, ersetzt; der Bi*Och aber, wo X resp. p vorkommt, ist ebenfalls 
durch seinen grössten Werth ersetzt, indent inj ersten Falle der betref- 
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fende Primfactor gleich 2, im zweiten Falle der bctreft'ende Exponent 
gleich I angenommen worden ist. / 

Las8t man nun /i sich unbegrenzt vergrössern, so können nicht X 
und p zugleich unterhalb fester Grenzen bleiben. Denn da die. Anzahl 
der Primzahlen, welche kleiner sind als p, sicherlich kleiner als p ist, 
80 folgt, dass /i < p^''. Nach Angabe irgend einer noch so grossen Zahl 
g braucht man also nur die Zahl /t grösser als ff"' anzunehmen, um sicher 
zu sein, dass entweder X oder p die Grenze ff überschreitet. Mithin wird 
die Anzahl der Divisoren von fi mit wachsendem /x gegen /i unendlich 
klein; denn die beiden Zahlen 



/+ I 



und 



werden für hinreichend grosse Werthe von Å resp. j) beliebig klein. 

Die Anzahl der Divisoren von /i wird auch noch gegen die m** 
Wurzel aus /t unendlich klein. 

Denn sei g eine Zahl so gross, dass sowohl ^^ als ■: kleiner als 

I ist, so wird in 

jeder Factor, in welcKcin entweder À oder p grtlsser als g ist, kleiner als 
I sein. Bezeichnen wieder X und p die grössten unter diesen Zahlen, so 
ist also das Product aller derjenigen Factoren, in denen entweder X oder 
p grösser als g ist, zugleich unter den beiden Grenzen 

2. — — und 2.— 

enthalten. Das Product der übrigen Factoren, in denen weder X noch p 
grösser als g sind, liegt unterhalb einer von /i unabhängigen Grenze C, 
welche mit Hilfe von g bestimmt werden kann. Mithin ist das ganze 
Product zugleich kleiner als 

2^+1.0' und 2^.c: 
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Ober die auflösbaren Gleichungen von der Form x' + vz + v ^ O. 183 

Da nun mit wachsendem /i nicht zugleich Å und p unter einer festen 
Grenze bleiben, so wird eine dieser beiden Grössen beliebig klein. Also 
ist die Anzahl der Divisoren von /t auch gegen y/i beliebig klein, sobald 
/i hinreichend gross gewählt wird. 

Bezeichne nun f{n) die grösste unt«r den Anzahlen der Divisoren 
der einzelnen Zahlen 

25«*. <-t' *■) 

so wird also f(n) för hinreichend grosse Werthe von » gegen J/zJ»* also 
auch gegen «»beliebig klein. Die Anzahl aller Divisoren der Zahlen 

25»* ("=i> ±'> 

zusammengenommen ist offenbar nicht grösser als 2nf{ii) also das Ver- 
hältnis« zu (2» + i)' kleiner als 

2» + 1 

und mithin fflr hinreichend grosse Werthe von n beliebig klein. 

Es erübrigt nun nur noch zu zeigen doss auch die Anzahl der re- 
ductibeln Gleichungen unter den (2w + i)' betrachteten mit wachsendem 
« gegen (2» + 1)' unendlich klein wird. 

Zunächst erhalt man für i; = o 2» + i réductible Gleichungen. 
Ihre Anzahl verschwindet gegen (2« + i)'. Die tibrigen reductibeln 
Gleichungen haben entweder einen rationalen Factor ersten oder einen 
solchen zweiten Grades. 

Ein Factor ersten Grades hat die Form x ^ a, wo a eine ganze 
Zahl ist. a muss ein Theiler von v sein, und durch a und v ist alsdann 
vermittelst der Gleichung a" -\- ua ■\- v = o die Grösse U bestimmt. 
Einem bestimmten Werthe von v entsprechen mithin nicht mehr ganz- 
zahlige Gleichungen mit einem Factor ersten Grades, als die Anzahl der 
Divisoren von v beträgt. Im Ganzen erhalten wir also nicht mehr Glei- 
chungen als die Anzahl der Divisoren der Zahlen 



zusammengenommen betrftgt. 

Von den reductibeln Gleichungen, welche einen Factor zweiton Grades 
enthalten, gilt etwas Ähnliches. For dieselben muss die symmetrische 
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Function zweier Wurzeln z. B. t = t^ -^ x^ mindestens einen rationalen 

Werth hüben, r gendgt einer Gleichung lo"" Grades von der Form 

r'" + m,«r^ + «îjït' + »JjM't* + m^uvT + m^v^ = o. 

jHj, »Jj, ..., tWj sind ganze Zahlen, von denen m, sicherlich von Null 
verschieden ist, wie man sogleich daran sieht, dass fOr m = o, v ~ — i 
keiner der Werthe von r gleich Null ist. Setzt man « = ■,— i, v = o, 
so werden die Werthe von r gleich o, o, + i, + i, +(i + »), ±{i — ;)- 
Das ergiebt die Gleichung ■ 

r'(r' - i)(r' + i)(r' + 2i)(r' - 2t) = r'(r^ - .)(r* + 4) 

= t'" + 3t' — 4rS 
also t», = — 3, »"3 = — 4. 

Soll nun für irgend welche ganzzahligen Werthe von u und v ein 
Factor zweiten Grades existiren, so muss jene. Gleichung ftir t eine ganz- 
zahlige Wurzel besitzen. Dieselbe inuss ein Divisor von m^v^ sein. Setzt 
man ftlr r • die sftmmtlichen Divisoren von tn^v' ein, so resultirt eine 
Anzahl Gleichungen, welche nicht identisch in u befriedigt werden, wenn 
wir von dem Fall r = o, v = o absehn. Dieselben liefern uns fOr je 
einen Werth von r höchstens zwei Werthe von u. Für einen gegebenen 
Werth von v giebt es also jedenfalls nicht mehr Gleichungen mit einem 
Factor zweiten Grades als die doppelte Anzahl der Divisoren von m^v' 
betritt. 

Im Ganzen erhalten wir denmnch nicht mehr Gleichungen mit Fac- 
tAren zweiten Grades als die doppelte Anzahl der Divisoren der Zahlen ^ 



betrftgt. 

Nach dem Froheren werden also auch die Anzahlen der Gleichungen 
mit Factoren ersten und zweiten Grades gegen (2« + 0* beliebig klein 
und es gilt mithin der Satz: 

Die Anzahl der unter den (sw + i)' Gleichungen 

r° + M.r + r = o ("lo *i *") 

enthaltenen niiflösbaren Gleichungen ist fllr hinreichend grosses w gegen 
die Gesammtanzahl verschwindend klein. 
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IV. ■ 

Der Zusammenhang von a, m, v, welcher durch die Gleichung (i) 
oder (2) constituirt wird, lasst sich auch dadurch ausdrucken, dass man 
die drei Grössen als Functionen zweier Parameter X und /i darstellt. Es 
ist nun möglich für X und p. zwei rationale Functionen von a, u und v 
zu wählen und zwar dergestalt, dass a, m, v rationale Functionen von X 
und /i werden. Sobald also a, u und v rational sind, so werden auch 
X und n rational sein und umgekehrt. Fuhrt man nun die Ausdrucke 
von u und v durch X und ß in die Gleichung 

a;" + MX -|- V = o 

ein, so erhftlt man also den allgemeinen Ausdruck der auflösbaren Glei- 
chungen von dieser Form, abgesehn von denjenigen, welche reductibel 
sind und zugleich keine rationale metacyklische Function besitzen. 

Dividirt man beide Seiten der Gleichung (2) durch «* und setzt 
- =^ y, - = v', so ergiebt sich: 



(y— i)*(*7" — 6,/ + 25) = 



{a — \)\&^ ~ 6d + 25) ' 

Da y = v'u, a= i^a, so erkennt man, dass a, u und v durch v' und </ 
und zugleich v' und a' durch tr, u und v rationa ausdrOckbar sind. 

Die Ausdrücke vereinfachen sich noch ein wenig, wenn wir X und fx 
nicht direct gleich a' und v' setzen. Es sei 
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Dann ist 

^ Ü-'W + 3) ^ 4/j'(2^ + 1X4.' + 3) ■ ^ 5/''(4J + 3)' 

.i\+ I ' .i" + I ' x"+ 1 ' 

Wir liaben mitliin das folgende Resultat: 

Giebt man >^ und ft irgend zwei Werthe irgend eines Rationalitäts- 
bereiches, ' so ist 



lz\' 5(4'+ 3) l<'\ . ^ ^ ^ 

eine für diesen Rationalitätsbereich aiifiöabare Gleichung. Und umgekehrt 
ist jede irreductibh auflösbare Gleichung von der Form x'^ + ux -\- v = o 
aus jenem Ausdrucke dadurch ableitbar, dass man für A und fi zwei 
Grössen des betreifenden Rationalitatsberoichs einsetzt, nftmlich die beiden 
Grössen 

4M ' 2 (ff — Ti) ■ 

Auszunehmen sind nur diejenigen Gleichungen, für welche diese beiden 
Ausdrtlcke keine bestimmten Werthe von X und fi liefern. Das kann nur 
sein, wenn entweder m =; o oder o- — « ^= o. Im letzteren Falle folgt aus 
(2), dass auch v*(r gleich Null ist. Wenn eine irréductible Gleichung vor- 
liegt, so ist V ^ o mithin nothwendig 0=0 und daher auch a = o. In 
dem obigen Ausdrucke sind also alle irreductibeln Gleichungen von der 
Form x'^ + ux -i- V =0 enthalten mit Ausnahme derjenigen, in denen m = o 
ist. Ferner sind in demselben auch réductible Gleichungen enthalten, aber 
nur diejenigen, für welche einer der Werthe von a rational ist. 



' Vergl. über diesen Begriff Kronecker: Grundzüge cic, § I, Crelle'b Journal, 
Bd. 92. 
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J sinfrx 1 + x' 

UND VERWANDTE INTEGRALE 



L. SCHLÄPLI 

In BBHH. 

Im ersten Bande von Cauchy's vollständigen Werken findet eich ein 
Mémoire sur les intégrales définies aus dem Jahre 1814, worin p. 442 
{g) und p. 488 die erwähnten Integrale behandelt werden. Cauchy setzt 
sich, wie er selbst sagt, nur die Berechnung der reellen Componenten der 
in dieser Abhandlung vorkommenden Integrale vor, und seine Ergebnisse 
sind meistens richtig, aber nicht immer. Dass der Begriff der vdeur 
principale eines Integrales, den Cauchy aufstellt, nicht statthaft sei, 
braucht nicht erörtert zu werden; was er so nennt, ist eine Summe von 
Integralen, die einander nichts angehn. Auch die intégrale singulière ist - 
ein bedenklicher Begriff; wo er zum ersten Male erläutert wird, p. 394, 
geschieht es ara Integrale 



//< 



(fxdz , '(o < a; < I, o < ir < i). 



Niemand ist aber gehalten, dieses Doppelintegral zu verstehen, wenn über 
dessen Begränzung im Bereiche von {x = o, 3 = 0) nichts gesagt wird. 
Setzt man 

als Gränzen, wo o, ß positiv, aber beliebig klein sind, so ist Xa'~ 
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Werth des Iiitej;rnlcs; for î + | > i ist er —-, — §; r^ log' 

up a+p4 a+fi° 



wenn endlich das Rechteck o<3;<o, o < z < ß weggenommen wiçd) so 
ist er C — -j wenn tangC= -, o < C<^- Cauchï gibt nur zwei Werthe, 

- und an. 

4 4 

I. Ich will mit den Beweise eines Hülfssatzes beginnen. Wenn 

logx = — a -\- iâ, (o > o, o <$ < 2~), log/ = if, (o < f < 2/T), 

wo f alle reellen Werthe zwischen diesen Gränzen durchlaufen soll, und 
wenn a keine ganze Zahl ist, so ist 






man überzeugt sich auf graphischem Wege leicht davon, dnss die Summe 
lijiks noch convergiert, wenn auch n ^ o ist, wenn nur â mit keiner der 
zwei Grenzen o, itt zusammen fällt. Im Integralausdrucke rechts um- 
schliesst zwar der Weg jeizt noch beide Pole o und x; weil aber die 
zu integrierende Function im Bereiche von x den Charakter einer ganzen 
Function von / — x hat, so verschwindet das um x allein geführte Integral, 
und der Weg darf sogar durch x gehn. Setzt man jetzt 

X = e'", {o < â < in'), a = ib, b reell, t ~ e'''', 
-80 kommt 



Ersetzt man hier b durch — b, zieht die so entstandene Gleichung von 
jener ab und dividiert durch 2t, so kommt 

■^ fc Hfl (OS h{n — ff) 

f^ Å^ + o lin Tzb 
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Vertüusclit innii nun 6, p mit itt — â, stt — p und combiniert beide 
Gleichungen durch Addition und Subtraction, so ergeben sich die zwei 
Gleichungen 

^ ^ tZl^ + ^ 26 ' 2 fin Tib 

Wenn man in der letzten Gleichung innerhalb der Intervalle o < ^ < Û, 
(? < p < 2>T statt jf resp. â — jr, O + ^ schreibt, so wird die rechte 
Seite zu 



2 fin 7zl> I 



^^ y"[co§J(:r-Ö + F)- coôA(;r - fl)] cotg Jrfj. 

+ f\<o^b(-—d) — cüei(;r — Ö— jr)|cotgf(/jr , 
durch partielle Integration zu 

— Minfe(7r — (9 + f ) . log sin ^(/f 



-j^mb(7r— Ö— (r).iog8inJrfp . 

Der zweite Term innerhalb der Klammer zerfallt in —/* — f"^/' '" 

den zwei letzten Theilen schreibe man 2z — y statt jr. Dann bekommt 
man 

(b) trhr.^'-'-« 

= by — 7- / co^bf logcos^rfj? — b I cû^b{6 — p) logsin^rfjr. 
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2. Ich bezeichne mit N eine sehr grosse positive Zahl, die bestiintot 
ist zuletzt unendlich zu werden, und nenne N, iN, — N, — t^ den Ost- 
punkt, Nordpunkt, Wcstpunkt, SOdpunkt des- Zahlenfeldes. Die Drehungs- 
richtung, in der diese Punkte jetzt aufgezählt worden sind, heisse recht' 
läufig oder positiv^ die entgegensetzte rückläufig oder »eyativ. 

Es seien a, b uositiv, 7 sei keine sanze Zahl, A = i . ."^ — ^— —, . wenn 

X im allgemeinen die positive Axe durchläuft, aber jeder Wurzel der 
Gleichung smbx = o nach der Südseite hin (also durch eine halbe posi- 
tive Drehunet) in unmittelbarer Nahe ausweicht, und wenn auch — keine 

Ciinze Zahl ist. Sefzt man /,■ = 7 , so wird A — 1 -^- ■■ tt— — t (Südseite), 

" b f Binx 0' + x' ^ ' 

wo -_- keine ganze Zahl sein soll. Wenn A> 1, so kann N nicht im 

geringsten aus der Realitaislinie entfernt werden; und doch will ich ver- 
suchen, A als Function von k aufzufassen. Wenn k— m-\-i/i, x = y — iz, 
wo nt, tj, z positiv, /i reeli, so ist 

ikx -- mz — [L1J + i{my + (O). 

Wenn mz — ny positiv ist, so verlangt die Convergenz des Int*'grales, dass 
(w( — i)^ — {ly negativ sei. Dann kann /i nur, wenn o < h* < i, so- 
wohl positiv als negativ sein; aber wenn wi^"!, muss /i positiv sein, 

— <-<—- — . Wenn dagegeo mz — ny negativ ist, so erfordert die 
Convergenz, dass (»1+ i)z — jty positiv sei, fi ist nothweiidig positiv, 

— >-> — ~ — . Wenn also »i > i, u angebbar positiv, so ist - zwischen 
m y m + l ' /- o r > ,j 

die zwei kleinen positiven Grftiizen — - — , — '— eingeschlossen; z wird 

zugleich mit ij unendlich; die Variable x bekommt in der Ostgegend 
einen solchen Spiciraum, dass man k durch negative halbe Drehungen 
tlber ganze Zahlen weg fortbewegen kann. 

3. Ich will zuerst nur voraussetzen, .dass k positiv und keine ganze 
Zahl sei. Dann schreibe ich 
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Ober einige bestiniuile Inlegralo. 101 

/ e'*' — I bdx I f^ — ^~"' '"^^ 

_ / 2iemx fc' + ,v' "*" J 21 ai»/" Ä' + *' 

' I 2t3iiiJ! 6' 4- x' J — 2iäin^ />' + .e' 

= 7+ 1/ + 7/J + /K, wo die 'positive Zahl s kleiner sowohl denn a- 
als auch denn b gewählt sei. Beim Tenne III kann man den Weg in 
kleine positive Kreise um die Pole t, 2r, 3;r, ... und einen einfachen 
auf der Nordseite der Kealitatslinie befindlichen Weg von e nach N auf- 
lösen. Die Summe der Integrale längs der kleinen Kreise heisse B; dann ist 



^U- 



ih 



■)• + (■•' 



Es sei /// = B + III'. In III' kann man das Ende des Weges durch 
eine positive Viertelsdrehung nach iN bringen, in IV durch eine nega- 
tive Viertelsdrehung nach — iN; diese Wege mögen der lateralen Axe 
genähert werden ohne die Pole ib und — il> zu überschreiten. In /und 
III' setze man x = ii, in II und IV dagegen x ~ — it. Dann wird 

^ _ R 4, Cfl^ll ^^'^' 4. r * -""" i^^^ 
J 2fiiii t'—h^'^J 2\int f — b' 

If N 

+ / TfmT i^' t^'^*'''"^ ™" *^ + J -lliM (ï^' (nördlich von b). 

ibdl 



Man kann / und II zn einem Integrale / z—- , ., vereinigen, 

worin der Weg gerade von i$ nach — is durch o hindurch föhrt, dann 
den Weg durch einen negativen Halbkreis (also östlich von o) ersetzen, 
und hat endlich 

/ + // = f-lA 7?^. (östlich) + f^ -ß^, -{pos. Halbkreis). 

^ J 2]int t'—b' ^ ' ^ J 2][ni 0~b^ ^^ - ' 
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Der erste Theil vereinigt sich mit ///' und IV zu einem Integrale 

.. TT— f * (■"'* rechtlaufigem, h umschliessenden Wege) = y-r ■ 

Ersetzt man im zweiten Theile t durch — /, so hleibt der Integralausdriick 
derselhe; aber der Weg geht nun auf der Westseite von ie nach — is 
und ergänzt den vorigen Weg zu einem ganzen positiven Kreise um o. 
Dieser zweite Theil ist also gleich 

J- -, — n T~: (po8- Kreis um o) = -'■ • 
4 (' — il' fint ^*^ ' 2b 



= B + 



2b 2 fiiifc ' 



und es bleibt nur noch übrig, B anders darzustellen. 

Wenn k = 2n — i + o {n = o, i, 2, . . . , o < a < 2), so ist ver- 
möge der Formeln (n), (b): 

R—V-— ^ = ?r ff tOJ(fe — ha) 

èî'T^, /t\' 26 "'"2 \\ttb 

Endlich ergibt sich 

/aïnlex bdx / „ ii- 1 V T .. -, , , _t.| 

lï^ïM^ (^"*i''^'' ^"^^ '^' ■■■) = 2]i;^t^''^(^-H-« "I 

+ *ff ^^ /cü§^logcos|rff— /cüe^Ä«— ^)logsin|(/}f . 

4. Es ist schon gezeigt worden, dass die durch das Integral A dar- 
gestellte Function von k ihre Stetigkeit nicht verliert, wenn man k durch 
eine halbe negative Drehung nm 2« + i wieder in die Realitatslinie 
bringt, während der Integrationsweg zugleich die nöthige Schwenkung 
nach Süden macht, und man dann k reell gegen 2/1 + 3 hin fortwachsen 
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lasst. Zur Probe werde noch untersucht, in welche Form die rechte Seite 
der Gleichung (i) übergeführt wird. Nur 

— / co^ (ba -j log sin ^ rfjf 

bereitet einige Schwieriglteit, wenn a — 2 in einem kleinen rückläufigen 
Halbkreise aus einem negativen Werthe in den positiven Werth ß über- 
geht. Die Variable f muss der Bewegung ihres letzten Werthes (d. i. ira) 
folgen und werde nach Uberschreituiig von ajr mit 2;r + « bezeichnet; 
dann ist log sin" in — »^ + log sin- übergegangen. Da der Radius des 
Halbkreises so klein gemacht werden kann als man nur will, und da 
Tlogfïrff zugleich mit ihm versehwindet, so geht das Integral in 

— Tco-S (2/) + hß — ^) log sin I rfsr — (io^ Uß — ^^ (— iTT + log Bin ^)rfw 

= -/[coé (2J + hß-J-l) + coâ [bß + ^)] logsinf rfj. 

+ i\ rtn^A— / co§(iyî — ^) logsinf rfp 
über, wo der erste Term durch 

— 2co§(ft-|- hß) /«§(*— ^)logsin|f/jr 

ersetzt werden kann. Die rechte' Seite der Gleichung (i) ist nun 
_£^ [,„S (J + i^ _ 2 ji„ { r,„ J^_ e-»j 

— JtoS (4/9 — ^) log sin E rfjr J 
und gellt bei weiterer Vereinfachung in die frühere Form über. 
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5- Mao kann desehalb die Berechnung von A zuerst auf das Inter- 
vall — I < Ä: < I beschranken- und nachher die gefundene Function von 
Je schrittweise Ober die Unstetigkeif «punk te Ä = i, 3, 5, . . . hinüber führen. 
Wenn man x durch — x ersetzt, so bekommt man 

Ä= /"fiü^^Ä, (Nord».i,e), 
/ sma^ 0* + K* ^ '' 

durch Addition 

H 

. I RMikx bdx 
2A= I — .. ^ , 

— iV 

(der Weg liegt in der Westhalfte auf der Nordseite, in der Osthälfte auf 
der Südseite der Realitätslinie). Längs des ganzen Horizonts ist das Inte- 
gral null. Man kann daher den Weg schliessen, indem man z. B. die 
Nordhälfte des Horizonts hinzu nimmt. Dann umgibt der Weg nur die 
Pole ib, IT, 2a", 3^-, ... und zwar rechtläufig; er zerfällt also in lauter 
kleine Kreise um diese Pole. Also ist 



|inl> 



f^ {ÀJT) + O 



divergiert in k = — ^ i, 1. Setzt man k = — i + a und gebraucht die 
Formeln (a) und (b), so hat man 

Da fiiiÄft = to^kb — c~'* = col{Ä — ha) — e~", so stimmt diese Gleichung 
mit (i) tiberein. 

6. Die drei übrigen Formeln {g) p. 442 bei Cauciiï erledigen sich 
wie folgt 



/coa he bdz 
eoaa; 6' + » 



jO_ I ■ ':^ — — — — j. (Südseite, k positiv, keine ungerade Zahl) 
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über eioige bestiinnit« Integrale. 



If ^ 

"^ / små! (2(>)' + a:' / sin« (26)' + x' ' 

wird, wwin ä = 2« + a (n = o, i, 2, ... ; — i < a < i), 

+ (- .)-4[ /logco,gg-£)c„.(io,-?^^),i, 

2'. Multipliciert man die Formel {2) mit bdä und integriert von 
a = o an, 60 sieht man, dass die Kentniss des Integrals 

/8iD2n« b'dx ,. • 1 . ,, 
ri~; — » {Rcalitätsnnie), sei = C, 

erfordert wird. Weil 

= Z ( — i)""' '. 2Bin(2; + 1)3;, 



/^ aiii(2^ + !)•« b\lx 
X fc' + le' 



= ;r(. - 



C = r sm' — 7 ■ 

2 ' 2 coäö 
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Daher ist 



(5) / n Î (SödBeitc) = n-öin' \- - —- — ^ 



+ (- .)■*? logccg ^-1 col 6a-li« rf. 



r4ry"logcotg0-f)col(ia- 

_Mi /"logcotg£™s*rf^.] 



fQr Ä = 2« + a ( — I < a < I, n = o, 1,2,...). 

3°. Wenn man die Formel (1), worin k = 2n — i -\- a, (o < a < 2, 



/C03 Icj; xdx 
Bin« 6' + Jt' 



W liïïT FTT^ (Südseite) 



Te — fm (b — ta) , , . TKl 

-■^ zr—, i log Sin — 

3 fUlfc ° 2 

Wenn k einer ungeraden Zahl gleich wird, so wird das Integral links 
sinnlos. 

Die Gleichungen (i), .., (4) entsprechen den mit (^) bezeichneten 
p. 442 bei Cauchy. 

Bern, 13 Aug. 1885. 
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BEWEIS EINES SATZES 

AUS DER . 

THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN 



M. FALE 

In VPSALA. 

Wenn man von dem Gebiet« der Grösse k' alle reelle Wcrthe von 
— CO bis o und von + i bis -}* co (o und + i inclus.) ausschlicsst 
und jeder der Quadratwurzeln ^i — A'sin'y und ^i _ fc'"sinY' ^° 



ist, denjenigen Werth beilegt, dessen erste Coordinate (der reelle Bestand- 
theil) positiv ist, so sind die Grössen K und K' durch die Werthe der 
bestimmten Integrale: 



J v'i — Ä'sin'f J \jT — k"s,\ii*tp 

in eindeutiger Weise definirt. 

Es handelt sich alsdann darum zu beweisen,, dass K, K' immer 

endlich und von Null verschieden bleiben und dass K, K' und'-^ ^• 

sitive erste Coordinaten haben. 

Impiln* U Vt StpUmbie ISSf. 
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198 M. Falk. 

Führt man die Bezeichnungen: 

A» = a + /9i , k" = a' -{- ßt 

(i) P ^ i — n sin'fT, P" = I — a' sin'i 

ein, 80 hat man,. da W + i" ^ i ist 

(2) a + a' = i, ß + ir - o. 

Setzt man ausserdem: 



(3) 



^If + 


P- + V^ 


>/P 


+ «■ 


\/p + 


s'P- + «■• 



-df, 






V/_F +NP"+.y' 



indem man allen hierin vorkommenden Quadratwurzeln ihre positiven 
Werthe beilegt, ßo ergeben sieh für K und K' die Ausdrücke: 

wo für £ + 1 oder — i zu setzen ist, je nachdem yS positiv oder nega- 
tiv ist. 

Da unter den gemachten Voraussetzungen die Wurzeln: y'p' + y 
und y'P" + ^' nie verschwinden, so sind K und K' immer endlich. Aus 
den Gleichungen (3) ist unmittelbar ersichtlich, sowohl dass K und ,K' 
immer von Null verschieden bleiben, als auch dass sie positive erste 
Coordinaten {Â und Â') haben. 

Ferner ist; 

K- _ ÅA- — BB' AB' + A'B . 

C4) K^ A' + B* ~^ ^' + 2*' *' 
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also wird bewiesen, daas die erste "Coördlrlnte von -^ positiv ist, indem 

man zeigt, duss AA' — BR > o ist, 

AuS' deii Gleichungen (3) ergibt sich: 

AA' — BB'^ I I ^= — ,l.r,l4> 



ist Folglich hat man> um das Behauptete zu beweisen, nur zu zeigen, 
das3 T für alle Werthepaare f , ^ innerhalb des Gebietes dieser Grössen 
immer positiv bleibt. 

Aus den Gleichungen (i) und (5) geht unmittelbar hervor, dass die 
immer reell bleibende Grösse T sich mit jr und ^ stetig ändert; und da 
fQr ^ =^ ^ = o 

2; = 2 

ist, so genügt es oflfenbar nachzuweisen, dass T fftr kein Werthepaar f , 4p 
verschwinden kann, um daraus schliessen zu können, dass T immer positiv 
bleibt. 

Aus der Gleichung {5) folgt, da QQ nie positiv ist, 

damit T verschwinde, ist also nothwendig, dass 

(P' + Ö')(i" + «") - {PP + QQY 
oder 

pqf^PQ = o 

werde. Da aber, weil yS = — ß! und a + a' = i ist, 

PQ ~FQ = ßrifATi^ip + sin'^cos» 
ist, so könnte T also nur für p = ^ = o verschwinden. Aber för 
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200 M. Palk. 

jj = ^ ^ O war T„ ^ 2; also ist T und folglich auch die erste Coor- 
dinate von ^ imîrier positiv. 

Dieser Beweis setzt voraus, dass /9 von Null verschieden ist; da 
aber fflr ^ = o die Grössen K und K' beide reell und positiv sind, so 
ist der Satz vollständig bewiesen. 

Berlin, August 1885. 
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UNTERSUCHUNGEN ÜBER QUADRATISCHE FORMEN. 

I. BBSTIMMTJITQ DEB AKZAEL TEBSOHIEDDNER FOBMEN, 
WELCHE EIN GEGEBENES GENUS ENTHÄLT. 



HERMANN MINKOWSKI 

tD KOHKiasBBRO i/Pr. 

In meiner Arbeit j>Sur la Otéorie des formes quadratiques à coefficients 
enliersf) ' habe ich den Begriff des Genus lediglich aus dem Begriffe der 
FormencongniCnz hergeleitet. Ein solches Verfahren erwies sich bereits 
dort als äusserst vortheilhaft. Seine Berechtigung wird vielleicht noch 
schärfer durch die folgenden Entwickelungen hervortreten. Ich werde 
mich hier mit jenen Zahlen beschäftigen, welche im Falle allgemeiner 
■Genera dieselbe Rolle spielen, wie im Falle binärer Genera die Classen- 
anzahlen. Gewisse Sätze ober Formencongruenzen werden zunächst cr- 
rathen lassen, in welcher Gestalt sich die Ausdrücke jener Zahlen darbieten 
müssen. Unter Anwendung Di kichlkt "scher Principien soll alsdann gezeigt 
worden, dass die errathenen Formeln in Wirklichkeit richtig sind. 



' Moniüire» |.rj 


^cnté 


par divor. .«ïanl. h l'Académie de. Scie 


rinslUut *c Franco. 


Ton 


XXIX, N" 2 (1«84). - leh eiùrc dice Arl)ci 


!;<mdi'n kurz mit h'. (J. 
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£inleitang. 
I. JChi Geniix und xetne FornteiianxaM. 

Untor den Resten einer quadratischen Form f^^(iit^,<fi in Bezug 
iiuf einen Modul N verstehen wir alle diejenigen Formen, welche uns f 
hervorgehen, indem die Coefficienten % in beliebiger Weise um Vielfache 
des Moduls N ge&ndert werden. 

Wir nennen zwei Formen f und g (von derselben Varinbelnzuhl n) 
oniffrueni in liezug auf einen Modul JV, f^ff {mod A''), wenn es linenre 
Substitutionen von einer Determinante = i (mod JV) gicbt, durch welche 
die Reste der einen Form für den Modul N in Reste der anderen Form 
für den Modul N tibergehen. 

Wir betrachten ausschliesslich Formen von nichtverschwindender De- 
terminante. 

Es kann der Fall eintreten, dass zwei Formen f und g für e'men 
jeden heliehigen Modul congruent sind. Solches findet offenbar immer 
fifatt, wenn f und ,9 derselben Classe äquivalenter Formen angehören, 
d. i. durch ganzzahlige Substitutionen von der Determinante i in einander 
llbergelien. Es ereignet sich Oberhaupt dann und nur dann, wenn /"und 
fl dieselbe Determinante A besitzen, und in Bezug auf den Modul 2A 
congruent sind. 

Immer und nur dann, wenn die Formen /"und /? diesen Bedingungen 
genhgen, und dazu einen gleichen Trftgheitsindex liefern, wird es möglich 
sein, die eine dieser Formen in die andere durch solche linearen Sub- 
stitutionen von der Determinante i Oberzuführen, in welchen die Coeffi- 
cienten rationale Zahlen mit einem zu 2 A relativ primen Genenilncnner 
sind. ' 



' Henrv I. Stbphen SMrxB, Phil. Tran«., CLVIT, 1867 (On the Onhrs and 
Genera 0/ Ternary Qumlrntic Forms, art. 12) und: Roy. Soe. I'roc, XVI, 1868 

(Oh the Orilei-n nnd Geiiern of Quatlratif Forms roiiloiiihig wore than three huMermhinles, 
p. 202). 
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Alle Forriien, wi;lclic ilensi;ll)cii Tril^^licit-iiiiilux / liuljfii mïc iniiu 
gegebetie Konn, und welche mit dieser Form fftr t'ineii jeden beüebi;,'eii 
Modul eoiigruent sind, fusdeii wir in ein Genus zusaiiinien. Du die Foriiiiii 
eines Genus eine feste Üctcrininiinte bewitzen, so können sie, nsicli be- 
kannten Stützen, nur in eine endliche Anzahl verâL-lncdcnei; Forinenelasscn 
zerfallen. 

Es ist iibcr im Allgemeinen nielit sowohl die Anzahl dieser CluNneii, 
welche sich durch einfache Formeln ausdrücken lasst, iils vielmehr die 
Anzahl der in einem Genus enthaltenen Formen. Zwar ist die letztere 
Anzahl stets eine unendliche, denn schon jede einzelne Formenclasse be- 
sitzt unendlich viel Formen. Doch zeigt es sich bald, dass fftr ein jedes 
Genus eine gewisse, positiv unendliche Grösse ii exisfirt, welche nur von 
den einfachsten Invarianten des Genus abliängt, und zu welcher alle die 
Formenanzahlen der einzelnen Classen des Genus in endlichen Verhalt- 
nissen stehen. Dieses ü bestimmt dann auch den Grad, in welcliem die 
FormenanzaH des gesammten Genus imendlicli wird. FiÜlt die Formen- 
anzahl in einer oder in mehreren Classen des Genus gleich 31 . Q au.<, 
so bezeichnen wir die positive endliche Grösse M als das Maass der be- 
treffenden Classen. 

Am einfachsten gestaltet sich der iîegrift" des Maasses f(\r definite 
Formen, also in den Fällen I=o und I = n, mit welchen wir uns 
später hauptsächlich beschäftigen werden. Man weiss, dass eine deJinite 
quadratische Form /"immer nur eine endliche Anzahl von Tran^furniationen 
von der Determinante i in sich zulässt. Sei /(/■) diese Anzahl. Nennen 
wir ferner iJ^ die Anzahl aller möglichen linearen ganzzuhligen Substitu- 
tionen S von n Reihen und von der Determinante i. Würden wir alle 
diese S auf die Form f anwenden, so müssten wir zu einer jeden Form 
der Classe f gelangen, und zwar zu einer jeden genau /(/") Mal. Die 

Anzahl der verschiedenen Formen der Classe f wird daher 7tj\- "^ ^'^' 
tragen. Wälilen wir demnach, was in der That geschehen soll, îni Falle 
deliiiitcr Formen die erwähnte Grösse ii — i.'^, so können wir als das 

Maass einer dcfinitcn Classe f die Grösse yrir erklären. Das Maass für 



Summe Ober alle verschiedenen Classen f des Genus zu erstrecken ist, 



die 
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2<ll nermann Miubi.wski. 

In si>l(!licii siKTiflifii I'jillcii, wo tlif (jI-usmj /(/) cüiistatit luisfilllt 
für allu Foniicn fiiiorf Gemiri, ur;^iebt die vorst-elicmli! Summe eliifucli dt-ii 
l{fy°° Tliuil der Clasdciiaiiziilil des Genus. Derartige Fallu sitid Kegel bei 
binären Formen. Mail hat da gcwölinlieli t{f) = 2. Nur fOr die CUisscn 
f = tlÇr.'* + >/^) wird /(/) = 4, und fDr die Classen f = 2d{x^ + xi/ -\- f) 
wird 1(f) = 6. 

Ich bemerke noch beililufij;, dat« die Grösse £!^ sieb mit der {»' — 1)^*" 
Potenz der Anzahl r« aller mögliehen ganzen Zahlen von — co bis + ç\j 
verglelehcn lässt. Es gilt nilmlicli in gewissem Sinne die Beziehung: 



23 4 

Eine Deutung des Maassbegritt'es für indefinite Formen soll den Ge- 
genstand einer spateren Arbeit bilden. Ich erwähne nur, dass als Maass 
einer primitiven binilren Form a.r^ + ^/'.n/ + c/y' von einer negativen, nicht 
(juad rati seilen Determinante ac — h'^ = — D<o am passendsten der Ausdruck 

festgefetzt wird, wo it{= i, 2) den grössten Thcilcr der 



los(i- 



T+ l\'D\ 



Coefticienten «, 2h, <: bedeutet, und wo T und U die zwei kleinsten po- 
sitiven Zahlen sind, welche der Gleichung 7" — /^f/* = t' Genüge leisten. 



3. IJus foUifiiliHlige Hystem von Iiivoriatiten Hues flentts. 

Um ein Genus eindeutig zu charactensiren, bedarf es nicht durchaus 
der Kcntnisä einer seiner Formen. Es genftgt bereits, wemi man im 
Stande ist, sein mUstündiges Si/sfein von Invarianten anzugeben. Wir ver- 
stehen unter dieser Bezeichnung eine Reihe von Grössen, welche sich als 
arithmetische Functionen einer repräsentirenden Form f des Genus dar- 
stellen lassen, und welche die doppelte Eigenschaft haben, einmal: un- 
geandert zu bleiben, so oft die Form f durch eine andere Form desselben 
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G(itii:i craiilzt wird, (liiDii jilicf: ill iliiL-r (iwiuniiitlicit sltli slt-ls zu iliidt^ni, 
Süliiild fftr f irgcnJ imiic Fonti oiries aiufeien Genus guiioiiiiiieii wird. 

Ein vollstilndigCîJ System von Iiivurianteii eines Genus f uuifasst die 
folgenden Grössen: 

l" den Tragheitdiridcx i der Form f. Derselbe sagt aus, wie viele 
Quadrate mit dem Vorzciehen Minus auftreten, sobald f durch irgend 
eine reelle Substitution in eine Summe von ;<, zum Tlieil püsitiven, /.um 
Thei! negiitiven Quadraten transfonnirt wird. 

2° die H Invarianten d^; n^, o.,, . . . , o„ i, und die n — i Invarianten 
ff,, ffj, . . . , T„_j der Form f. 

Die Invariante d^ stellt den positiven grössten gemeinsamen Theiler 
■ der Coefficiouten % von f vor. 

Zu den Invarianten o^ gelangt man in folgender Weise. Man be- 
zeichne mit (f,, {/.„ ..., d„_i die positiven grössten gemeinsamen Theiler 
aller 2-, 3-, . . . , n-rcihigen Unferdeterminanten von |«,,|, sodass insbeson- 
dere A = ( — i)'-'^-.-! kfniint. Aus den Zahlen d^ entstehen die In- 
varianten «h vermittelst der Glclehungen; 

'il _ ^ ^ '' ^ = "--' — ^ 



"" ~ dUi 

Die Invarianten ff sind Grössen von den Werthen 1 oder 2. - Man 
hat ff,. = 1, wenn unter den symmetrischen A-reihigen Minoren von /"sieh 
solche vorfinden, die, von dem Factor d^_i befreit, ungerade ausfallen; 
dagegen a^ — 2, wenn diese Minoren alle durch 2(/^„| aufgehen. 

Die Grössen o* sind stets ganze Zahlen, und die Grössen öj, nifissen 
den folgenden Bedingungen genOgen: 

(i). Die Zahlen ^^-,04(7,^., und a^ dürfen nicht zugleich durch 2 
theilbar sein. 

(2). Die Quotienten — -^ und --''--— milssen ganz sein. 
Wir führen noch die Invarianten ein: tr^ = ï, ff„ = 1 und Op = o. 
fj„ = o. 

3" die Charadere der Form f. Dieses sind eine Reihe von Einheiten 
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+ 'i «elclit! in (.iistalt I-tKiKNlniKVlier Symbole uiiftrclt^ii. Um siu iiiüg- 
lielist einfach djiizustellen, trifft man um bfsttii folgpnde Voruui-i-etzuirg 
über die nfprîlticiiti rende Forin f; Die aus den ersten A(= i, 2, , . . , h — 1) 
Reihen von f gebiUIeten syni metrischen Minoren soUen \\'ert.lie o^<h-\'r'h 
ergeben von solcher Art, dus« ein jedes ^,, relativ prim zu a",«.. . . . o,. , 
und zu jf^_, und (f^^., ausßUIt. Dabei luit man sich noeh jr^ = i und 
r« '^ ( — 0' '^'^ denken. Nach F. Q., p. 83, lassen sich in jeder Chisse 
des Genus Formen f von dici>cr Eigenthatniichkeit tinden; man nennt sie 
churaclet istische Formen. 

Fs sei allgemein c* dar; Vorzeichen von jr^,; ferner mag /,, angeben, 

wie viele von den Kinheiten -, —, ■ ■ ■ -, —- negativ ausfallen, sodass 

insbesondere /„ = o und I„ = 1 zu nelHuea ist. Ffir eine characteristisehc 
Form f erweisen sich folgende Kinlieiteii C als Charactcre: 

1) wenn (Ta jOa^Tsii durch eine ungerade Primzahl p theilbar ist, die 
Finheit 

2) wenn »r, . |<iy,<Tft, , ~ o (mod 4) ist, die Fiiiheilcn 

3) wenn <t„ ^l>,,n^^, = (mod 8) ist, -die Kiiilieit 



(å)- 



Diese Finheiten C bilden zusammen mit den Grössen /, (f„, o^^ a,, 
wirklich ein vollständiges System von Invarianlen for das betraeiitete 
Genus, sodass kein zweites Genua da sein kann, welches zu eben diesen 
Invarianten fiïhrt. 

Die Finheiten V müssen alle Bedingungen erftillen, welche sich für 
sie aus den (juadratiselicn Coiigruenzen 

(li) —tJ|,..^o^ff^^,<f^._^^|,^y:^Xl (niod.T^f'i) 

erschliessen lassen. Man findet diese Bedingungen in F. Q., pp. 87 — 88, 
zusammengestellt. 
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Es gilt der Safz: 

(G) Wenn die Invarianten /, rf„, o, n und die Cliaractere C in be- 
liebiger Welse festgesetzt werden, docb so, dass sie den Bedingniigen (i), 
(2) genügen, ferner allen Bedingungen, welche aus den Congrucnzen (h) 
folgen, so existirt wirklieli ein Genus, welches zu diesen Invarianten und 
Chiiracteren Veranlassung giebt. 

Ein Beweis dieses Satzes ist T. Q., pp. 89 — 90, mit Hilfe des be- 
kannten Théorèmes über die arithmetlsehen Progressionen geführt. Ich 
habe dort diesen Hilfssatz n — i Mal hintereinander angewandt zur succeg- 
siven Auffindung von n — i Zahlen f, , (t,, ..., jr, _, für eine cbarac- 
terißtische Form des gewünschten Genus. Man überzeugt sich aber leicht, 
düss es immer genügt, ein einziges Mal von diesem Satze Gebraueb zu 
machen, nämlich um allein f„_| als Primzahl zu bestimmen; und mun 
sieht dann ferner, dass in den Fallen « >^ 3 dieser Hilfssatz sich ganz 
entbehren lilssf, wenn nur der Satz (G) bereits für « ^ 2 bewiesen ist. 

Alle Forincngenora, welche dieselben Werthe der Grössen 7, rf^, 0^, *r, 
besitzen, werden in eine Onlmttig 



zusa mmengef asst . 

Wir beschäftigen uns meist mit Formen /", deren r/„ gleich i ist, 
und die man primitive Formen nennt. Im Falle die Grösse <}^ einer Form 
f relativ firim zu einer Znhl N ist, heisst diese Form primitiv in Bezug 
auf N. 



Srster Theil. 

3. Die Ansaht (ter Heute einen Oeiius in Sezug auf etnen Modul N, 

Wir wollen zunächst untersuchen, wieviel verschiedene Formcnresfe 

ein gegebenes Genus in Bezug auf einen gegebenen Modul JV liefert. In 

der Anzahl dieser Formenreste finden wir einen Divisor der Forraenanzabl 

■^ dos Genus, und wir werden so alle wesentlichen Factoren kennen lernen, 

aus welchen si<'h die Ausdrftcke für die Forinenanziihl zusiuntnensetzcn. 
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Dus Genus möge durch eine, beliebige seiner Formen, /, reprasenttrt 
werden. Es ist dann klar, dasa wir die' Roste des Genus nach dem Modul 
N nur unter denjenigen Formen suchen dtlrfen, welclie ^/" {mod N) sind. 
Man gelangt zu diesen Formen, indem man auf f ein vollständiges 
System von lauter incongruenten Substitutionen T von einer Determinante 
^i (mod A') anwendet. Ein solches System wird leicht Iwstimmt. Man 
braucht beispielsweise nur von den N'" incongruenten Substitutionen 

,r.- = S(i;/^ (mod JS'), /f = i, 2, ..., A' f.'«!. s »1 

alle diejenigen fortzulassen, in welchen die Determinante nicht = i (mod A") 
ausfallt. 

In dem Systeme der T mögen sich im Ganzen 9Î Substitutionen 
finden lassen, — etwa die folgenden: T,, 7\, . . . , T^„ durch welche /"in 
9i verschiedene Reste: ,9,, g^y . . . , .9^ (mod ^) tibergehe. Das gegebene 
Genns enthalt dann sicher nicht mehr als diese. 5Î Reste. Wir behaupten 
aber, dass diese Reste wirklich alle dem gegebenen Genus, ja scKon der 
(ganz beliebigen) Classe f eigen sind. 

In der That, zu jeder Substitution 



~ 1 (inod A') 



lilsst sieh immer eine nach dem Modul A'' congruente Substitution S von 
einer Determinante i bestimmen. Im Falle w = 1 leuchtet dieses un- 
mittelbar ein. Wenn « > i ist, so bedienen wir uns zum Beweise eines 
Schlusses von « — i auf«. Offenbar muss der grössf* Theiler der n Zahlen 
Xi zu A' relativ prim sein. Man kann daher n Zahlen Si^.x, (mod A'') 
finden, deren grösster Theilcr gleich 1 ist. Alsdann lasat sich bekanntlich 
eine Substitution 

f 

f, 



f., . 
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von der Determinante i bilden {F. Q., p. 98). Das Product S^'. T ge- 
winnt jetzt die Form 



o, u\_„ 



E I (rnod N). . 



lät iinser Lemma bereits für den Fall » — i erwiesen, so kOnnen wir 
an Stelle der «f solche congruente Zahlen einführen, dasa | «f ] in i 
Obergeht. Femer setzen wir an Stelle der ersten Verticalreihe von {/ein- 
fach die Zahlen ■!, o, ..., o. Auf diese AVeise wird V in eine congru- 
ent«! Substitution V von der Determinante i Obergehen, und das Product 
5, . F = S eröcheinf als eine mit T congruente Substitution von der De- 
terminante I . 

Wir können so zu allen Substitutionen T,, 2",, ..., T^ congruente 
Substitutionen Si, Sj, ..., S.^ von der Determinante i bilden. Durch 
diese muss sich f in äquivalente Formen mit den Resten .9,, ff,, ..., ^« 
verwandeln, was zu beweisen, war. 

Es ist nun leicht plausibel zu machen, dass die Formenanzahl der 
Classe f ein Vielfaches der 2^hl 9Ï wird. Man denke sich zu dem Behufe 
in der Classe f alle verschiedenen Formen gekennzeichnet, welche nach 
dem Modul N den Rest f lassen, und für jede dieser Formen je eine 
Substitution 5 notirt, durch welche dieselbe aus f entsteht. Durch An- 
wendung aller S.S,, S.S^, ..., S.S^t mClssen dann aus f die sAmmt- 
lichen Formen der Classe f hervorgehen, und zwar eine jede ein einziges 
Mal. Die Zahl 9t theilt somit wirklich in gewissem Sinne die (unendliche) 
Formenanzahl der Classe ,f, und da diese Classe eine beliebige ist, auch 
die Formenanzahl des gesammten Genus, wie am Anfange ausgesprochen 
war. 

Um einen Ausdruck fOr die Zahl 9Î zu gewinnen, verföhrt man fol- 
gendermaàssen. Es .sei ^,(-W) die Anzahl der Individuen eines vollständigen 
Systèmes von incongruenten Substitutionen T von einer Determinante 
= I (mod N). Alle diejenigen T, welche auf den Rest f (m^ N) ohne 
Wirkung bleiben, nenne man T, und es sei f{N) die Anzahl der ver- 

Aef nal*tmiaUQ. }. Imprlni* I* 1 JullUt IBBt. 27 
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schiedenen T. Die Substitutionen T.Ti, T.T^, ..., T.T« möasen dns 
gesammte System der T erschöpfen, .und man erhalt so: 

am ■ 

In welcher Weise die Grösse 4'Å^) gefunden wird, iist bekannt.' 
Damit ein T= i {mod iV^) ausfalle, ist zunächst erforderlich, duss die « 
Zahlen Xy, x,, ..., t„ der ersten Verticalreihe ohne gemeinsamen Theiler 
mit N gewählt seien. Eine solche Wahl kann auf N'.{N)„ Arten ge- 
schehen, wenn {N)„ das über alle verschiedenen Primzahlen g von iV aus- 
gedehnte Product Jj(' ;) bedeutet. Man sieht leicht, dass zu jedem, 

ohne Theiler mit N gewählten Systeme r, mindestens ein T gehört. Alle 
möglichen T mit der ersten Verticalreihe x, folgen dann durch Zusammen- 
setzung dieses einen mit den verschiedenen Substitutionen U= i (mod A'). 
In U unterliegen die n — i Zahlen U^ gar keiner Beschränkung. Es 
lassen sich also im Ganzen A'^"'* ■ ^',_i (-^) incongruente U bilden, und 
man erlangt die Beziehung: 

^..(N) = N'-'.{N)..^.._.{K). 

Da nun ^'^{N) ^ i ist, so entsteht 

^\{N)^-K-".{N)..{K),...{N).. 

Es handelt sich also %vesent!ich um die Bestimmung der Grössen 
f{N). Dabei genagt es, den Fall zu untersuchen, wo JV eine Primzahl- 
potenz j' ist. 

Denn setzt A'' sich aus mehreren Primzahlpotenzen q' zusammen, 
N= II?', so hat man f{N) = Uf{g'). 

So oft nftmlich eine Su))stitution T = i (mod N) ist, ergiebt sich 
dieselbe auch =i nach jedem der Moduln j', und ändert sie den Rest 
f (mod N) nicht, so ändert sie auch keinen der Reste f (mod g'). Liegt 
andererseits für einen jeden Modul j* ein T, vor, von einer Determinante 
= 1 {modg'), welches auf f [modg') ohne Wirkung bleibt, sq wird die 
Substitution T (mod N), welche allen Congruenzen 

T ^ T, (mod q') 
' Jordan, Traité des suhstiMions, 120 — 124. 
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genügt, = I (mod N) ausfallen, und den Rest f {mod N) nicht andern. 
So geht die behauptete Relation hervor. 



4. HUfêsûtxe »uv Bestimmunff der Ziihlen f(q'). 

Wir brauchen iti Betreff der Grössen f{q') nur den Fall zu be- 
trachten, wo f priiuitiv in Bezug auf q ist, also die Coefficicnten o^ von 
f nicht B&mmtlich den Theiler q haben. Denn sei etwa f ^ (^ .g und 
rf > o. So lange man ^^ > ' > o hat, bleibt der Rest f (rnod </') bei 
jeder Substitution ungeändert, und man erhalt /"(?') = î^m{?')- Wenn 
aber d <t ist, so gilt die Relation 

.(■) VC!;") = ?"-'"• yfe'-)- 

In der That, eine jede Substitution T=i {mod}'), welche auf 
f (niod ?') ohne Wirkung ist, ändert auch g (mod j'"**) nicht; und ebenso 
wird ein jedes $ ^ i (mod 5'"'), welches auf g (mod q'~^ ohne Wirkung 
bleibt, auch /' (mod rf) nicht ändern. Aus einem jeden % lassen sich aber 
j"*'""^, nach dem Modul q' verschiedene Substitutionen T herleiten. Denn 

in einem % ist immer mindestens ein Coefficient c da, ftir welchen — 

zu q relativ prim ausfallt. Wir können nun, um eine Substitution T zu 
gewinnen, erst jeden der n^ — [ übrigen Coefticientenreste (mod g'"*') von 
î durch î'' verschiedene Reste (motl (f) ersetzen. Der Rest von c für 
den Modul j* folgt hernach eindeutig aus der Bedingung, dass die ver- 
änderte Substitution eine Det:erminante = 1 (mod g') ergebe. 

Insofern es uns um Factoren für die Formenanzahl eines Genus zu 
thun ist, reicht die Betrachtung solcher Moduln g' au«, welche gewisse 
Grenzen ç**'*' überschreiten. Denn ist t'>^i — rf > o, so beweist man 

leicht, dass die Zahl- i^„(î'"'):/"('/'^'') einen Divisor der Zahl 3t = ^—^ 

vorstellt. Beachtet man die oben gegebenen Werthe von ^î"« ('/'), so läuft 
dieses darauf hinaus, dass die Zahl /"(g') in der Zahl (/""''"^./(g'"'') \l — rf>o] 
aufgeht 

Für eine mit g primitive Form /" maclicn wir von folgenden Bezeich- 
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nungen Gebrauch. Die höchsten in den Invarianten o,, o,, ..., o,_, cnthait-e- 
nen Potenzen von q sollen die Exponenten besitzen: a»i, to,, ..., ot^_i. 
und eg sei allgemein 

1)^ = Ol, + O), + . . . + o)^, ö^ = Aä», + (A — i)e»j + . . . + e»A. 

Ferner nehmen wir an, von den n — i nicht negativen Zahlen oij, seien 
im Ganzen Å — i grösser als Null, nämlich die folgenden: 

(■», - o) 0)fl,, tOi,^, . . . , («„_,_, {■** - ») 

und wir bilden die Gleichungen 

Ö, = jr,. *, = X, + x„ - . . , Ä, = ?f, + ar, + . . . + X,, 

d. i. zt= /A — Ö,_,. 

Der Quotient aus der Determinante A von /* und der Potenz g^--' 
mag fflr einen Moment A, heisscn. Wir werden weiterhin voraussetzen, 
dass unsere Moduln j", wenn q einer ungeraden Primzahl }> gleich ist, 
die Potenz p° = p'-', und wenn g = 2 ist, die Potenz 2" = 2'+'-' tlber- 
schreiten. Die Folge davon wird sein, dass ein jeder Rest f(\nodq') uns, 

wenn ^ = p ist, den Werth der Einheit ( — "j, und wenn 5=2 ist, den 

Werth der Einheit ( — i) * , sowie im Falle (T,_, = 2, au<:h den Werth 
der Einheit [-1-) liefert. Denn es gilt der Satz: 
Gentigt eine Form 1/ schon der Congruenz 

ff^f (modî"*'), 

und soll noch ff'^f{modg^) sein, so ist «othwendig und hinreichend, 
dass, wend q — p, die Beziehung 

A{i,) = A(/-) (niod^'-*-') ■ 
und wenn q --— 2, die Beziehung 

A(,4^)= A(/) (niod<r,_..2'+^-') 
bestehe. 
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Ich erwähne noch einige, zum Theil bekannte Sätze Ober Congruenzen, 
welche bald ihre Anwendung finden werden. 

(2). Ist eine Form { und eine Zahl a prim in Bezug auf eine un- 
gerade Primzahl p, und hat die Congruenz 

/■(?,) = « (modi;) 

A.p'~^ Lösungen, eo besitzt die Congruenz 

(0 /"(ç,) = o (mod/) («>» 

^^(«-i» Lösungen. 

Denn genügt ein System f, der Congruenz ■ , 

((-■) /■{{,) = « (mod y-'), 

und setzt man x, = fj + ^~'M, (mody), ao kommt, da ( > i sein soll, 

Nun können die Zahlen -j nicht Bamnitlich durch p theilbar sein, da 
man -^^^iz^^"^ (modj)) hat. Also ergicbt die Congruenz 

"-^^^'L-.'é ("""'ri 

p"~' Lösungen u, (mod/)), und eine jede Lösung von [t — 1) liefert />""' 
lösungen von (t), woraus unmittelbar unsur Satz folgt. 

Jetzt sei /" = Tla,^x,Xt eine in Bezug auf 2 primitive Form, und a 
eine ungerade Zahl. Wir unterscheiden zwei Falle, je nachdem die In- 
variante (Tj von f den Werth i oder 2 hat, die Zahlen itu also zum Tlicil 
ungerade oder sämnitlich gerade ausfalten. 

{3). Ist <r, = I, und besitzt die Congruenz 

/■(ç,) = a (mods) 

A . 2°*""" Lösungen, so liefert die Congruenz 

(0 /■(?,) = « (mod 2') (.>« 

A . 2'""'^ Lösungen. 
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In der That, es genügen der Congruenz 

{t—i) /"(fO^a (mod 2'-') 

zusammen mit einem Systeme f, (mod 2'"^) immer alle die 2" Systeme 
X| (mod 2'^'), för welche .Ci = ç, (mod 2'"') lät. Denn jedes dieser Sy- 
steme lasst sich in die Form j;^ = f , + 2'~*(r, (mod 2''') setzen, wo die » 
Grössen â, entweder o oder i bedeuten; man hat also wirklich: 

Bildet mun nun mit Hilfe einer Lösung ç, (mod 2'"^) von {t — 1) 
ein System x,:^^, + 2'~^w, (mod 2'"'), so kommt 

r{x,)=r{s,) + 2'-'.-£u,-^^^ (mod 2'), 

und die Congruenz 

2' ' ^^ '2 9ç, ^ •' 

ergiebt 2"'' Lösungen u, (mod 2), So ftlhrt eine jede Lösung f( (mod 2'"*) 
von (( — 1) zu 2""' Ivösungen f, (mod 2' ') von (t), woraus die Richtig- 
keit unserer Behauptung erhellt. 

Es ist auch klar, dass unser Satz gültig bleibt, wenn wir alle solchen 
Lösungen f, ausschliessen, die zugleich gewissen gegebenen linearen Con- 
grucnzen nach dem Modul 2 genügen. 

(4). Ist zweitens a^ = 2, und hat die Congruenz 

/■(ç,) = 2« (mod 4) 
2A . 2*'""" Lösungen, in welchen die n Zahlen - -^ nicht sftmmtlich gerade 
sind, so liefert die Congruenz 

(/) /•(?,) = 2a (mod 2') (.>a) . 

2^.2*""'*' Lösungen, bei welchen die « Zahlen --4 nicht sammtlich 
gerade sind. 

Denn setzt man - f = ^, so gruppircn sich je 2" Lösungen f, (mod 2') 
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von (/) ZU je einer I^öaung f, (mod 2'"') von p{^,) = a {mod 2'"'). Unser 
Sutz geht PO in einen analogen Satz in Betreff den Ausdruckes jr über, 
welcher dann Ähnlich bewiesen wird wie der Satz (2). 

Wir schreiten nun zur Bestimmung der Grössen /"{?*).' Dabei werden 
wir uns hauptsächlich auf diejenigen Resultate stützen, welche in der Note 
zu meiner am Anfange citirten Arbeit enthalten sind (F. Q., pp. 169 — 178). 



5. Der FaU einer ungemden PHm-xahl. 

Wir betrachten zunächst den einfaclieren Fall, wo g gleich einer 
ungeraden Primzahl p ist. Die Form f sei primitiv in Bezug auf ^. 
Der Modul p' möge die Potenz jj'-' überschreiten. 

Da wir f durch jeden nach dem Modul p' congruenten Rest ersetzen 
dürfen, so können wir annehmen {F. Q., p. 7), f habe den Typus 

f=a^* + F (mody), 

-wo a zu p prim ist, und J^ einen Rest von « — i Variabeln vorstellt. 
Die Coefficienten von F mttssen den Factor p"' enthalten, und setzen wir 

F-p"f^''> (r.iodp'), 

so fallt der Re.«t /"'" primitiv in Bezug auf p aus, und die « — 2 In- 
varianten p*"', welche diesem Reste angehören, erfüllen die Gleichungen: 



Wir denken uns die f{p') verschiedenen Substitutionen T von einer 
Determinante ~ i (mod^) aufgestellt, welche den Rest f {moàp') in sich 
selbst überführen. In jeder dieser* Substitutionen muss die erste Vertical- 
reihe aus n Zahlen ^^ (niody) bestehen, welche 

/•(f,) = a ('"odj)') 
ergeben. Der vorstehenden Congruenz mögen A.p^"'"^^ verschiedene Sy- 
steme $i (mod p') Genüge leisten. Die Betrachtungen aus F. Q., p. 170, 

' In eioem aDageie i ebneten Falle, nämlich für die Form /"= a^i -t- »"i -t- .. + *■« > 
sind die Zahlen f{g) von Herro Josdan gegeben {Traité ' des subsUMions, 201 — 214, 
Ordre du groupe orthognnal). 
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lassen erkennen, dass jedem dieser Systeme f, wirklich Substitutionen T 
zukommen, welche den Reet f in sich selbst transformiren. 

Es fragt sich, wie viele verschiedene T können aus einem bestimmten 
Systeme ç^ hervoi^ehen. Ist T, eine erste dieser Substitutionen, so wird 
jedes überhaupt vorhandene T mit der ersten Vertical reihe f, in ganz be- 
stimmter Weise zusainiiiengesetzt sein als Product aus Tj und aus zwei 
Substitutionen U und Î von der Form 



I, u„ ..., r,_ 

o, t, . . . , o 



o, , 



] , o, . . , , o 

o, /; t; 

o. t\_ t: 



(mod p'). 



Soll nun T den Rest f in sich selbst (Iberffthren, so ist nöthig, dass auch 
U. $ diesen Rest io sich selbst transformire. Hierzu wieder ist erforder- 
lich, duss die Relationen ü^ = o (mod^] gellen, und duss die Substitution 
$ auf den Rest F (mod y) ohne Wirkung bleibe. Die Anzahl der ver-» 
schiedenen T mit der ersten Verticalreihe f,, welche f(m<n\p') nicht 
andern, wird daher gleich der Anzahl der verschiedenen 3: sein, welche 
auf F (modp') ohne Wirkung sind, also gleich F{p'). Zieht man noch 
die Formel 4. (i) in Betracht, so kommt schliesslich 



/■(p')=j,— > 

Wir setzen nun allgemein: 



.A.rip' ■■)■ 



nv) - 



■flpV 



i.ii-i 



För den Rest f" bilden wir eine entsprechende Grösse r"jj)|. Die vor- 
stehende Selation verwandelt sich alsdann in: 

(?) f\p\ = Ar"[v\, 

und diese Formel bleibt auch für » — i göltig, falls nur fßr eine Form 
F von Null Variabein F[p\ = - genommen wird. 



y Google 



Unteranohniigen aber quadraiîsahe FormeD. ' . 217 

Eb handelt sich jetzt um die Bestimmung der GrOase A. Nach dem 
Satze 4. (2) muss A.p''~^ die Anzahl aller Lösungen von /■(?,) = « (modp) 
ausdrücken. Bedeutet x den Index der ersten von .den Zahlen û»,, c»j, ..., 
û»,_,, Û», (=1 — 00), welche nicht verschwindet, so können wir /" von dem 
Typus voraussetzen: 

f^i^ + p-.f'-n 

(modo'), (a,-a) 

wo ein jedes ai, Oj, ..., a, und ebenso der Rest /""' primitiv in Bezug 
auf p ist (J^. Q., p. 19). Wir erhalten dann /"= (mod^), und A.p"'^ 
muss die Anzahl der Lösungen von = a (mod^) geben. Nun Iftsst sich 
diese letztere Anzahl nach bekannten Sätzen herleiten. ' Man gelangt so 
zu folgenden Beziehungen: 



i) wenn x = o (mod 2), 

2) wenn x~ i (med 2), 

^ = {1 +d\p~~), 



/ (— 1) .aiai...a, \ 



f(-l)' .«,«,... «,\ 



Im Falle x = 1 hat man sich Ö' = i zu denken. 

Wir können weiter die Grösse f\p\ auf /"'"'(jp) zur(ickft\hren. Man 
findet: 

/■(jI = «./■'>!. 

wenn ?ï den folgenden Ausdruck bedeutet: im Falle x = o {mod 2), 

« = K-i^)('-?)-(-^)-(--^)^ 

P 
und. im Falle x=i (mod 2), 



'-K-?)(-^)-(--7^> 



' Lebesoue, Recherches sur les nombres, % 5 (Journal de Liouvillb, T. 2, 
pp. 266—275). — ^- Jordan, Comptes rendus, 1866, I, pp. 687— 69O; Traité des 
SubttiMions, 197 — 200; Journal de LiOUViLLB, 2*"' eérie, T. 17, p. 373. — F. Q., 
artt. VII— VIII. 
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Kür ein X = I stimmt diese Gleichung unmittelbar mit (p) Qberein, 
während sie fOr ein x > i leicht aus (p) mit Hilfe eines Schlusses von 
X — I auf X hervorgeht. Man braucht nur zu beachten, dasa dem Reste 
/""" in derselben ■ Weise die Zahl x — i angehört wie dem Reste f die 
Zahl X. 

Für alle ungeraden Primzahlen p, welche nicht in der Determinante 
A der Form f aufgehen, wird x = n, also a,a,...a, = A {modp), 
während f^" sich ale ein Rest von Null Variabein erweist. Für alle 
diese Primzahlen p kommt daher: 

i) wenn « = o (mod 2), 

.(.) = .-'.(. -p)(-^)...(.-^)|-(fc#)J|; 

2) wenn n = i (mod 2), 



^<^') = '*'"'■('-?)(' 



Um die Grössen f{p\ vollständig darzustellen, wollen wir endlich f 
als Hauptrest fftr den Modul p' voraussetzen. Falls die Bezeichnungen 
aus 4. gelten, so heisst dieses, f soll den Typus haben: 

f^{0r +?"■''' [Ö*» +/"'[*> + ... + /*'*-'( <^>01]| (modp'), 

0,=afre,"e,'' + . . . + at'e.i'e.\' {modp'-"^--), 

wo die ai*' sämmtlich zu p prim sind {F. Q., p. 19). 

Für einen Hauptrest f wird die Grösse f\p\ gleich einem Producte atts 
der Potenz 2*~' und aus X Factoren %, wache dm Å einzelnen Resten <P^ 
entsprechen und folgende Bedeutung haben: 



«-(-?)(-?)••■(— 711) 



ü •«.. 



tvo I j I die grossie in — enthaltene ganze Zahl vorstellt, und 01=1 ist im 
Falle Xi= I (mod 2), dagegen: 
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teenn Xt = o (mod 2) ist. 

Die Richtigkeit diçser Formeln ergiebt sich sofort mit Hilfe einus 
Schlusses von A — i auf Å. Man bemerkt iiamlicli, dass dem Reste 
f^'^(x = x^) in derselben Weise die Zahl Å — i zukommt Wie dem Reste 
/"die Zahl Å. 



6. Der Fall der Pi'imxaM 2. 

Wir behandeln jetzt den Fall 5 = 2, welcher auf etwas umständ- 
licherem Wege zu gleich einfachen Resultaten führt. Die Form f sei 
primitiv in Bezug auf 2. Wir machen fflr dieselbe von den in 4. an- 
gegebenen Bezeichnungen Gebrauch. Der Modul 2' sei grösser als die 
Potenz 2'"*""-'; man hat dann immer (^ 2, und wenn tJ,_, > o, auch / >^3. 

Wir werden die Grössen f{2') finden, indem wir f als Hauptrest 
fßr den Modul 2' annehmen, also ftir f den Typus zulassen: 



. + 2"^"[ 



. + ^""'-'WW (mod 2'), 



wo die einzelnen 0,, Reste vorstellen, die in Bezug auf 2 primitiv sind, 
und entweder dem Typus 



(ly 



(mod 2' '*-') 



oder, wenn x, gerade ist, auch dem Typus 
Ji , 2a, , 



(R..) 



T T 

■^t;', 2»;;' 



(mod 2' '"'-') 
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angehören (F. Q., p. 23). Dabei bedeuten die «5,*', ebenso wie die A'^\ 
lauter ungerade GrösBen. 

Wir geben jedem Reste 0^ vom Typus (Ri) eine Zahl r, = i, und 
jedem Reste 0* vom Typus (R-n) eine Zahl r» = 2. Die x^ — i Invari- 
anten (T eines Restes 0t nennen wir p[*\ p*^', ..., ^üLi . Es gelten dann 
folgende Beziehungen {F. Q., art. IV), wenn 7^=1: 

rf' = "; 

wenn r* = 2 : 
ferner: 

'',a.->+M = PT, (*-!.' ""1> 

und: 

"ff. = '> 

sodass die Zahlen r^ durch die Invarianten (t,, bestimmt sind. In der 
That erhält man insbesondere: 

Ein Ausdruck von der Gestalt - mag, je nachdem r= i oder = 2 

ist, kurz mit (I) oder mit (11) bezeichnet werden. Wir schicken zunächst 
einige Bemerkungen Ober die Congruenzen 

(I) = m (mod 4) und (II) = m (mod 2) 
voraus. 

(I). Für einen Ausdruck 

r - a,5î + a,^ + . . . + «.f; (mod 4) 

mOgen 'P\, f'\, f^, Vj die Anzahlen der Lösungen von 

¥ = 0, I, 2, 3 (mod 4) 

vorstellen. Diese 4 Anzahlen können leicht nach F. Q, art. VIII, ge- 
funden werden. Man setze nämlich 

4*"3 = i*o + 'iö, — i*, — 'V.' 
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wo I = y/— 1 , und bilde die Einheiten: 

^ = (-■/'■'■(-■)' , 
(I) 



^.ß.^.l^^^'^.^.A- 



Alsdann geben die Formeln F. Q., p. 62 und p. 64: 

^0 = 2"., ^, = o 
und 

,.^{ii^-^i)^..>.^^'^.(^-'^J. 

Wir unterscheiden die folgenden Fälle: 
i) x = o (mod 2). 

(A) e = I ; jt, = (î. 2* , ^^ = d.2^ . 

4^'^ = 2" + ^. 2' , 
4*', = 2'* — ^.2"^^ , 

4ip; = 4r, = 2". 

(B) e = — 1 ; i'*! = — fV. 2 ^ , ^, = i(î . 2 ' . 

4'/; = 4?; = 2»', 

4?; = 2" — ^.2^^', 

4¥'"g = 2'" + ^. 2*^ . 
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2) X = I (mod 2). 

(A) e = i; é, =â.-'^.2'^, d'=â.'-~-.2^. 

V'2 V2 

4*0 = 4V'*, = 2" + (?. 2 * , 
4V^, =4'/'; = 2" — J.2"^. 

(B) £ = — l; ^_=„\L^.2T^ f, -0\-i-±r^.i^. 

4V';, = 4*'*^ = 2*' + (î.2'^", 

4^; = 4V'; = 2*' — o^.a"""'. 

Ill BetreflF der Einheiten s und tf erwähnen wir noch einige Punkte, 
r) Der Rest / = o, + o, + . . . + a, (mod 4) ist durch die Einheit s 
hestimmt. 

Da nanilich immer a» = i (inod 2) ist, so kommt zunächst 

î = x (mod 2), (— i)' = (_^i)'. 

Sind ferner von den Zahlen a,, a,, ..., a, im Ganzen x^ = — i (mod 4) 
und ;if — x^ ^ i (mod 4), so folgt einerseits: 

e = (-.)[']-. 
andererseits: 

l={x — x^) — Jffl = X — 2Xç (mod 4), 
mithin: 

Im Spedelk'n findet man, wenn x= i (mod 2): 

l = e (mod 4). 
2) Ersetzt man 9" durch. — ¥, also a, (mod 4) durch — a» (mod 4), 
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80 mögen an die Stelle von s und à die Einheiten e~~ und â~ treten. 
Man erhalt unmittelbar: 

e" = £.( — i)', â~ = â.£'^\ 

also: 

i) )f = o (mod 2), £~ = E, à;' = à.e; 

2) x=i (mod 2), s~ = — s, ô' = d. 

Dasselbe Resultat erschliesst man auch leicht aus der aufgestellten 
Tabelle, indem man die Beziehungen 1''_^ = ( — V'% beachtet. 
3) Wir wollen 

r = <z,^ + ...+a,e; (mod 4) 

setzen, und die Einheiten e und â, welche zu ¥' gehören, mit s' und 
(?' bezeichnen. 

Mit Hilfe der Relationen 

B]-[^]— '. [;]-[-]-('-0[^](".oa.) 

findet man: 

£ = (- l)'-'.(— !)".£', f?= (- >f~.s'~''^"~.tJ\ ,-«., 

also: 

i) ar = o (mod 2); (Ä) £ = i; â = d\ a = — g' (mod 4); 

(B) £ = — i; d = — ( — i) ^ .rf', a = Ê' (mod 4). 

2) x= 1 (mod 2); (A) a = — s (mod 4); s' = — 1, «î =^ — £.<)'; 
(B) a = £ (mod 4); e' — i, d = d\ 

(II). Jetzt liege ein Ausdruck vor: 

X= (a,^ + ^,f,è, + 5.èî) + . . . + (i.f^ + X.e.f, + a,_^\ (mod 2), 
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und ee- bedeute X^ und X, die Anzahl der Losungen von 

X=o und X= I (mod 2). 
Setzt man: 

2^0 =;?<. +Xi' 2X, =x^~xv 

ferner: 

(11) 



SO kommt nach F. Q., p. 65: 

Xo = 2'. Xi =^-2% 
also: 

aX, = 2" + ^.2% 2X, = 2' — (9.2» 



Nach diesen Vorbereitungen wollen wir versuchen, eine Formel auf- 
zustellen, mit deren Hilfe die Grössen f{2') für Reste von «(> i) Vari- 
abein auf entsprechende Grössen für Reste von weniger als n Variabein 
zurOckgefahrt werden können. FOr Reste f von einer Variabein hat man 
einfach f{2') = t. 

Da wir f als Hauptrest for den Modul 2' voraussetzen, so gilt je- 
denfalls eine Congruenz 

f= 0, + z""'/""'' (mod 2'), <-.,^'> 

wo ö>, einen Rest vom Typus (R,) oder (Rjj) bedeutet. Wir unterscheiden 
zwei Fftlle, je nachdem die Invariante r, = *r, den Werth i oder 2 erhalt. 

{", = ■)■ 

Ist zunächst <T, = I, so laset f sich zugleich in der Form schreiben: 
;^=af'+ 2-'/^" (mod 20, 
wo a ungerade ist, und /"'" einen in Bezug auf 2 primitiven Rest vorstellt, 
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welchef im Falle <o, = o (x, > i) eine erste Invariante »r gleich i ergiebt. 
Ueberhaupt folgen die Invarianten 0*/' und 2"''' von /■'" aus den Glei- 
chungen: 

<T/,'1| = (T*, Ö»S,1i = Û>/i' ((.-3,a,,...ii-l) 

Die Anzahl f{2') der incongruenton Substitutionen T von einer De- 
terminante = I {mod 2'), welche den Rest f in sich selbst (Iberftlhrcn, 
drückt sich in fthnlicher Weise aus wie oben die Zahl f{p'). In der 
That, die erste Verticalreihe einer Substitution T muss immer von « 
Zahlen S, (mod 2^ gebildet sein, welche 

liefern. Dazu tritt in den Fallen, wo z, > 1 ist, noch die Bedingung, 
dasa nicht zu gleicher Zeit die sämmtlichen Congruenzen 

(c) Ç, = 1, CjZ2 I, ..., Ç,, = I (mod 2) 

bestehen dürfen (F. Q., p. 172 und 128). Wir bezeichnen mit j4 . 2'""'", 
je nachdem z, = i oder > i ist, entweder die Anzahl aller möglichen 
Lösungen f, von {/), oder nur die Anzahl aller derjenigen lÄsungen ç„ 
welche nicht zugleich die Congruenzen (c) erfüllen. 

Die Betrachtungen in F. Ç., p. 172, zeigen, dass wirklich jedem dieser 
Systeme Cj Substitutionen T entsprechen, welche den Rest / in sich selbst 
transform iren. Ebenso wie in 5. schlicsst man dann, dass jedes solche 
System ç, zu genau soviel verschiedenen T Veranlassung giebt, als ver- 
schiedene Substitutionen von einer Determinante = 1 (mod 2') existiren, 
welche auf den Rest 2""'/^" ohne Wirkung sind. So gewinnt man die 
Beziehung: 

f{2') = 2<"-'>'+'-'l<'-'>'-'l. A . /-""(Z'""')- 

In Betreff der Grösse A unterscheiden wir die Falle z, = i und 
;f, > I. 

1°. Ist zunächst Xj = I, so giebt unsere Annahme Ober /, (wenn 
n> i), jedenfalls (>3. Nach dem Satze 4. (3) muss daher .-4.2'*'"*" 
die Anzahl der Lösungen von /■(?,)=« (mod 8) ausdrücken. 

Indem man in f alle Glieder fortlässt, welche durch 8 theilbar sind, 
erlangt f entweder den Typus: 
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In diesem Falle hat man f=a (mod 8), sobald c= i (mods) ist. 
Die Anzahl der Lösungen von /"= st (mod 8) betragt demnach 4 . 2'""" 
und man findet: 

Oder f gehört einem der beiden Typen an: 

/■=»?' + 4(/) 

(2) (mod 8). 
;'=,{' +4(//) + 4(/) 

In dein Ausdrucke 4(7} erscheint mindestens ein Glied 401'= 41 (mod 8). 
Durch Änderung des licstes von % (mod 2) können wir aus jcd(T Lösung 
von /■= a (mod 8) eine solche von f~ a + 4 (mod 8) herleiten, und um- 
gekehrt. Diese zwei Congruenzen besitzen also gleich viel, nflmlich 
2,2'''°"'* Lösungen, und man erhalt: 

A^ 2. 

Oder f gehört dem Typus an: 

(3) /■=ac' + 4(/'') (inoclS). 

In dioflem FhIIc hat/"^a (mod 8) stets ç^ 1 (mod 2) und {II) = o 
(mod 2) zur Folge. Bildet man für den Rest (//), von x^ ^^ x Vnrinboln, 
nach der P'onnel (II), cine Einheit O, so ergiebt sieh die Anzahl der 

Lösungen von [11) = o (mod 2) gleich 3'"'(i +0.2'' ), und man bekommt 

.^.(,+^). 

Oder f gehört dem Typus an; 

(4) /■-«c'+ 2(0 (mod 8). 

Dnnn ist /"__ a (mod 8) identisch mit c^ i (mod 2) und (7) = o (mod 4). 
(lehören zu dem lleste (/) von x^ = x Variabein, gemiliJs der Formel (I), 
zwei F.inbeiten s und d, so liefert die obige Tabelle: 
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i) x = o (mod 2), 

5 = — I, A -^ 1. 

2) x= i -(mod 2), 

Oder f gehört endlich dem Ty[)us an: 

(5) f=ae + 2{I) + 4{l\ ("HodS). 

In diesem Falle ciitliält 2{/) iiiiiidestciis ein Glied 2aj'= 2r (mod 4), 
mit dessen Hilfe die Lösungen von /"= i und /= 3 (mod 4) einander ein- 
deutig zugeordnet werden können; und ebenso erscheint in 4{/), niindcstens 
ein Glied 4qj' = 4j (inud 8), in Folge dessen die Congrucnzen /"— a und" 
/■^ o + 4 (mod 8) gleichviel Lösungen zulassen. So findet mun leicht: 



2". Jetzt sei x^ > i. Wir theileii für einen Moment die Systeme 
ç„ welche f{^i)= i (mod 2) ergeben, in Syt^teme erster oder zweiter Art 
ein, je nachdem sie den Bedingungen (c) entgegen sind oder mit den- 
selben iiarmoniren. Irgend ein System ç^ (mud 4) erster Art möge die 
Congrueiiz 

(,) /■(:,) = a (iiioj 4) 

erfüllen. Da ein solches System zugleich einen be.<tinimten Werth des 
[{estes /(ç() (mod 8) ergiebt, so wird es nur einer der beiden Congruenzen 
/■(c,) = a (mod 8) und /'(c,) ~ a + 4 (mod 8) Genüge leisten. Ist nun 
von den Zahlen fi, f^, ..., ç, etwa ç,, die erste, welche nicht ungerade 
ausfallt, und andern wir den Itest q (mod 4) in Ct + 2 (mod 4), eo geht 
aus dem Systeme $, (mod 4) ein anderes System erster Art hervor, 
welches offenbar der anderen von diesen beiden Congruenzen genügen 
muss. So erhellt, dass diese zwei Congruenzen gleichviel Lösungen erster 
Art zulassen. 
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Bcaulittît mun jetzt die Detinîtion der Grösse A und de» Satz 4. {3), 
so folgt, dass in allen Fällen die Anzahl der Lögungcii erster Art von 
(1) durch ji.s*'" " ausgedrückt ist. Man gelangt zu dieser Anzahl, indem 

n dieser Congruenz um die An- 

ert. 

o (mod 2) und _;f, = 1 (mod 2), 

für x^. 
diesem Falle treten i\berhauj>t 

! Congruciizcn (c) stets f(~,) = x 



4). 

wie oben fdr ¥'" gelten, so liefert 

u-l 

[.!_,!■. (-0 ' .-.'1 
M"-(-i) ' •■!'. (- 



), (mod 4). 

llicd 2(15^= 2j (mod 
3iclivicl Lösungen zuU 



intersclieiden dieselben zwei Fillle. 

4). 

)bigen Ausdrucke V', eo entsteht 



= £ (mod 4). 
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Diese Syétuine gclicii also nur dun Fall an, wo a — e {mod 4) ist. Mithin 
kommt: 

,iH_£ (,„„d4), A=[, |j)l „.=-..--.-..., 

Oder f ist vom Tyi>ui>:' 

(2) /•=(/) +2(7), (mod 4). 

Aladanii bewirkt ein jedes Glied 2a£'''= 2j (mod 4) aus 2(/),,'dass 
f= I und f= 3 (mod 4) sowohl gleichviel Lösungen erster, wie gleichviel 
lösungen zweiter Art besitzen, und man 'findet: 



Wenn (Tj = 2 ist, so lässt /"sich zugleich in der Form schreiben: 
/■= 2(a** + Aç^' + ä I') + 2"^^' (mod 2'), 

wo a und A ungerade sind, und /^" einen in Bezug auf 2 primitiven 
Kest bedeutet. Die Invarianten o^*' und 2"!^' von /^" bestirnmen sieh aus 
den Gleichungen: 

<'»-% = "Aj ("'/."'.ä = Û),,. (A=»,4 ■-!) 

Wir betrachten die f{2') Substitutionen T von- einer Determinante 
= I (mod 2'), welche den Rest f in sich seEbst verwandeln. In jeder 
dieser Substitutionen muss die erste Verticalreihe von n Zahlen f^ (mod 2') 
gebildet M'erden, welche 

CO fi^d ^ 2a (mod 2*) 

ergeben. Ferner dttrfen diese Zahlen nicht zugleich alle Bedingungen 

(c) c, = o, f, = o, . . . , f,^ :z o (mod 2) 
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erfüllen {F. Q., p. 175 und 129). Wir bezeiehnuii mit 2^.2'"""' die 
Anzahl aller Systeme f^ (mod 2% wclehe der Coiigruenz ((), aber nicht 
Bämmtlichen Congruenzeii (c) genügen. 

Jedes dieser Systeme ç, tritt wirklich in mindestens einer von den 
Substitutionen T als erste Verticalreihe auf [F. Q., pp. 175 — 177), also 
etwa in einem T,,. Es frägt sich, für wieviel verschiedene T ein solches 
System ç^ die erste Verticalreihe bildet; offenbar für alle diejenigen T, 
welche zusammengesetzt sind aus T^ und aus einer Substitution T mit 
der ersten Verticalreihe 1, o, ..,, o. Man hat also zu ermitteln, wie 
viele Substitutionen vom Typus 



1, U 



= I {mod 2') 



den Rest f in sich selbst transtbrmiren. 
Setzen wir 

r = {4a^—A-')7-;+ 2--^ '.«./''"(=?.. ■■■, >?-.) ('»od 2'<'), 
so entstellt zunächst die Bedin^unj; 



/■'"fe.. In 



rj„_..i) ^(40« — A') (mod 2'+'). 



Dieser Congruenz mögen -A"\2'" '"' veri^cliiedene Systeme 1}, (mod 2') 
Genüge leisten. Durch Ueberlegungen, wie sie in F. Q., pp. 176 — 177, 
angestellt sind, überzeugt man sich, dass wirklich jedem dieser Systeme 
fj, Substitutionen T zukommen, welche den Rest f in sich selbst trans- 
formiren; es fragt sich wieviele. 

Die Gesammtheit aller solcher T wird hervorgehen, indem man eine 
beliebige unter ihnen, etwa T^, mit allen Substitutionen 
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I, 11. r, , ..., v„_ 
o, I, V, , ..., v„_, 

O, O, f] , . . . , t'"^ 



o, o, tl_. 



. t:zi 



= I (mod 2') 



zusammensetzt, welche f (mod 2') in sich selbst ttberfûhFcn. Für % findet 
man 2(7=0, V^ = o, Fft = o (mods'); und man erkennt, dass die Anzahl 
diT verschiedenen 2; durch 2F(2') ausgedrOckt ist, falls F don Rest 
2-1^») bedeutet. So ergiebt sich die Beziehung 

Nun hat man zugleich 

/■"'(2't')=2" 

also kommt endlich: 

/•(2')=2'-»--".^./-"'(2'*')- 

Um die Gröiwe A zu finden, beachte man, dass das System der z, 
Congruenzcn (p) steh als identiseh mit dem Systeme --r^o (mod 2) 
(/' = I, 2, . . . , il) er\V(Mst. Nach 4, (4) muss infolgedessen ^1.2""' die 
Anzahl aller Ijösungen von 



K'"+"r<"-'''-'i.^">./-'"(2'-"'); 



(«) 



-/■(;,)= I (mods) 



vorstellen, bei welchen die n Zahlen - -^ nicht sämmtlieh gerade sind. 

2 3;, " 

Wir wollen fftr x^ einfach x setzen. 
Entweder ist -f vom Typus: 

|.) -Js{n){m„å2). 

In diesem Falle liefern die Congruenzen (r) stets f=o (mod 4); sie 
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sind also nicht mit (a) verträglich. Gehört zu (//) wie oben eine Ein 

heit d. so kommt demnach: 



Oder -f ist vom Typus: 

W ■,-/'={//) + m (mort 2). 

Dann erscheint in (/) ein Glied oj' = % (mod 2), welches zur Folge 

hat, dass -f=o und - f= i (med 2) gleichviel Ijösungcn zulassen, man 

betrachte diese Congruenzen für sich oder zusammen mit den Congruenzen 
(c). Man crh&lt also: 

-* = (■-?)■ 

Die Grösse j4'" bestimmt sich mit Hilfe der Formeln aus ((T^ = i). 
Im Falle [i] findet man, wenn x ~ 2: .4"* = 4, und wenn x> 2: 

X'" = 2^ +-^V wobei â=-- ( J ,, '1-^'; 
im Falle [2] wird immer A"' = 2. 



Wir setzen jetzt allgemein: 

Unsere Recursimsformeln gehen dann in 

über, und auf Grund der gefundenen Werthe von A können wir den 
vollstÄndigen Ausdruck der Grösse /"J2J hinschreiben. 
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Es bedeute, wie bisher, f einen nus A Glicdci-n bestehenden Haiipt- 
rest, wo A gleich ist der um i vermehrten Anzahl aller durch 2 theil- 
baren Grössen 2"* (A= i, ..., » — 1). Ferner bezeichne [i — 1 die 
Anzahl aller Grössen aus der Reihe (rA.-i2'"'T»+, (A = i, ..., n — i), 
welche den Factor 4 enthalten, und v — i die Anzahl aller Grössen 
dieser Reihe, welche durch 8 aufgehen. 

2(î.-.-1)+(. 1) 

Die Grösse f\2\ist dann gleich mnem Froduele aus der Potenz — j-, 

wid atts Å Factoren "Jt^, wc/cAe den >. einzelnen Resten 0^ entsprechen, und 
falffendermaasaen bestimmt werden: 

(Ï). So oß 0t ein Rest vom Typiis (ll|) ist, nehme man: 



-(-p)0-7^-0-^) 



[■TV 

und setze a^ = 1, fails die ZaJden r^^, . 2"*'' und 2""' . r,+i nicht beide durch 
4 theiibar sind; andernfails aber bilde man für (Cj, gemäss den Formel» (1), 
zwei Finheiten e^ und ât, und setze: 
i) wenn Xt = o (mod 2), 

Je nachdem s^ — i mler = -«- 1 ist, 

111 = (> + c\-2 ' y w/er ^1; 
2) tvenn x, = i (mod 2), 

at = (i + 'h-2 ' )-'. 
(II). So/ oft 0t ein Rest vom Typus (Rn) ist, nehme man: 

«-(■-7)('-i=)--(-^)- 

und setze n^ = i,, falls die Zahlen r*., . 2"'''' ' und 2""'. r^ nicht f>eide durch 
4 th&Jbnr sind; andernfalls aber bilde man für 0t, gemdss der Formel (II). 
eine Einheit 6^, und setze: 

Û, = (1 + ^,.2"»)-'. 

Die Richtigkeit dieser Ausdrücke ergiebt sich mit Hilfe eines Schlusses 
von « — I auf w. 

Aim mailiimiuui,. 7. Imprlm* la « Juillet UU. 30 
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Wir erwähnen noch folgende Relation. Bedeutet M — i die Anzahl 
aller durch 4 theilbaren Grössen r^. a'^'.Tt+i, bo hat man 



Die Congruenzen /"(c,) ^ m (mod 2*) sind sehr eingehend von Herrn 
C. JoiiDAN in der Abhandlung Sur la forme canonique des congruences du 
second degré et le nombre de leurs solutions ' untersucht worden. Die über 
diesen Gegenstand hier angestellten Betrachtungen sind indess wesentlich 
anderer Art. Die am Anfange gegebenen Werthe der Zahlen '/'), und X^ 
wird man auch aus Art. 8. des Memoire sur la représetitation des nombres 
par ties sommes de citiq carrés ' von H. Smith ableiten können. 



7. l>ie Grössen f\'i\ in Virer Abhûntfigkeit von den Cfiaracteren C 

Die Einheiten, welche in den Grössen f\q\ auftreten, sind offenbar 
Invarianten der Form f. Sie mtlssen sich daher mit Hilfe der beson* 
Heren Charactere C auadröcken lassen, die wir in 2. aufgezählt haben. 

Um dieses darzuthun setzen wir f, wie in 2., als cliaracteristische Form 
ihres Genus voraus. Die aua den ersten h Reihen von / gebildeten sym- 
metrischen Minoren mögen also Werthe <T,,d/,_j^^ von solcher Art liefern, 
dass ein jedes jr^ relativ prini zu 201O, .. .0,-1 und zu jfA-i.fr^^, ausfallt. 
Femer sei f primitiv. 

Bedeutet q zunächst irgend eine ungerade Primzahl, die nicht in A 
aufgeht, so hangt f{q\, ausser von der Zahl «, nur in dem Falle eines 
geraden n, noch vou einer Einheit â ab. Man findet dieselbe gleich 



/(-')^A\ _ / (-!)' V08. 



Ist weiter q = p irgend eine ungerade Primzahl aus A , so sind, 
laut Voraussetzung, sämmtliche Zahlen f^ ^u p prira. Wir besitzen also 
in f eine Grundform für den Modul p (F. Q., pp. 35 — 36}. Die Classe f 

' Journal de LlouviLl,E, Deuxième Série, T. XVII, 1872, pp. 368— 402. 

■ Mémoire» préaeotéa à TAcadémie de« Sciences de Paris, T. XXIX, N° I. 
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liefert infolgedessen ftir einen jeden Modul p' unter underen Kelten auch 
folgenden Hauptrest: 



{niotl p'). 



In dem Ausdrucke von /'[i'j = fj/'j gehört zu jeder von den k 
Zaiilen Xt, welche gerade außfällt, eine Einheit 6. Setzt man rf,., = r, 
dl = s, und ist also s — r = Xt^BO (mod 2), so nimmt eine solche Einheit 
den Werth an: 



Endlich sei q = 2. Nach Voraussetzung sind alle Zahlen jc^ un- 
gerade, und f titeilt eine Grandform für den Modul 2 vor. Man gewinnt 
daher, nach F. Q., pp. 34 — 36, einen Hauptrest 

f = \0,-{- 2-"''[0, + ... + 2""-^{0,)\\ (mod 2') 

der Classe f, indem man die Einzelreste 0^ in folgender Weise auswählt. 
Zur Abkürzung sei *^_j = r, tf^ = s; dann nehme man, wenn rt= i: 



;;^.~,- (*' + "'»'1'' + ■■■ + "'""'+■ ■■■<>- 

und wenn r^ = 2, also jedenfalls 3 — r = o (mod 2): 

^ (P* ^ 01 + "r+lOr+îi^î + . . . + O^j^^O^^.. . . . 0,.^^,^r 

wo die Ai irgend welche ungerade /Cahlen bedeuten sollen. 



(mud J'-^. 



(„md 2'-), 
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Su oit iiuii Tt = 1 ist und diu Zahlen (7,__,2'' und 2''a,^t beide 
durch 4 tlicilbur üind, kommen £(iv den Ausdruck f{2\ zwui uüb den 
Oocfficiuntcn von 0^ gebildete Kinheiten £ und i) in Betracht. Indem 
man wiederholt die fftr ungerade a und a geltende Congruenz 

— ^— = ^-+— - {mod 2) 

anwendet, ergiebt üicli s als eine l'otcnz von — i mit dem Exponenten: 

^^ + ^+'£^^-^^^, ■ (- KD 

wälirend à aus zwei Potenzen von — i zusammcn^üctzt erâcheint, von 
denen die eine den Exponenten: 

yji— ' Oh + I 



2' 2 ^ 2 ' 2 T — T 2 ' 2 ''' ^ 2 

und die andere den Exponenten: 

erhält. 

Die erste Potenz aus d findet man mit Hilfe der Fonnchi aus 
^' Q; P- 85 gleich 

te)(--~|te)(-'~|-ri(i-:). 

wahrend die zweite, ebenso wie die Einheit e sich umuittclbar durch die 

fr-\ l-.-l 

Charactere ( — i) '' und { — i) ^ ausdrückt. 

Es verdient beachtet zu werden, dass in /"( 2 j die Einheiten e und (î 

nur in der Verbindung - "*" ■ " ■■ auftreten, wo f7~ = «?,£"^' die zu — 0^ 

gehörige Eiulieit <? bedeutet, 
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So oft feniei' r^ = 2 ist, und die Zalileii (t^., 2" uiid 2'*»,^', beide 
durcli 4 thcilbar sind, begegnet man in /"jzj oincr aus den .Coefflcienten 
Von «/"t gebildeten Einheit 



Wir beiiierkcii schliesslich, dass die mît /"— Z«,t^''« adjungirte' 

Form f — j' "525 ■'^'■'^* lauter Gi-össen f'\q\ liefert, welche 

mit den Grössen l'[q\ identisch sind. Es erhcUt dieses leicht aus dem 
Umstände, dass die Invarianten o'^, (t\ und die Zahlen ^'^ der Form f 
die Gleichungen erftlUen: 



8. Ansdt^tck für die Fortnenansahl eines Oenits. 

Irgend ein primitives Genus f sei dctinirt durch seine Invarianten 
/, o„, fit,, C, welche allen far die Existenz des Genus nothwcndigen 
Bedingungen genügen mögen. Wir bilden, nach den in 5., 6. und 7. 
angegebenen Regeln, die verschiedenen Grössen /"j'i), welche zu unserem 
Genua gehören. Wir setzen femer 



/ 



2) = n 0?"-*' 

■©•■'•© 



(or 



wo /'(j) = ^;, /•(!)= i, /■(«+■) = »/■(«)■ 

Wir wollen von dem Falle absehen, wo « = 2 und ( — i/o, «= A 
eine negative Quadratzahl ist, das Genus also lauter zerlegbare Formen 



enthalt, 
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Schliesst man diesen Fall aiM, au besitzt daa Über alle inOgliclien 
Primzahlen 5=2, 3, 5, ... erstreckte Product 



'' ''"•<7,*,...<r,_. r\2\ f[i\ f\5\ f\<,\ 

stetti einen endlichen Werth. 

Um dieses nachzuweisen, wollen wir in M die Grösse 



(-?)(-?)■■• (-71^) 



als allgeineirtteR Glied einfuhren. Solches kann leicht geschehen, indem 
man mit der IdentitAt 

■ = -^-^m-n(.-^)(.-A)...(.--;j^) 

multiplicirt, wo 5^^ die Summe 7 „,, bedeutet Man weiss, dass diese 
i ' 

Summe den Werth 1r.i£^ hat, falls unter B^ die k*' Bbhnoulli'scIic 

2 . * ){2*) 

Zahl verstanden wird. 

Ft^r jede nicht in 2 A enthaltene Primzahl p kommt, wenn «= t 
(mod 3): 



und wenn n = o (mod 2): 

Sind also die nicht in A aufgehenden, ungeraden Primzahlen,, ihrer 
Grösse nach geordnet: yj, }>', p", etc., so wird das unendliche Product: 
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je nachdem n=ï (mod, 2) oder n = o (mod 2), gleich 1 oder gleich der 
Summe: 



zu 2 A relati 

er DiRICHLET 



WO m alli! positiven und zu 2A relativ pritiien ganzen Zahlen durch- 
lauft. Zur Bezeichnung dieser DiRiCHLEr'ßchen Sinnnie mag das Symbol 



dienen. 

Man setze nun: 



d. i., wenn m = i (mod 2): 

c.=(-;)"^.B,n,...B^. '-^—;~ 

* 1.2... 

2 

und wenn « ^ o (mod 2): 

c. = Q)~.B,fl....B._-,.^. 

und lasse ferner cl alle Primzahlen aus 23; durchlaufen. Dann können 
wir endlich schreiben, wenn n= 1 (mod 2): 

2) M = <.. ^-^ Hiä, 

ai«h ■ ■ ■ *>„- 1 a 
und wenn n = o (mod 2): 

^) ^='-^:^^-nEa.fl.[(-.r'.s]. 

Diese Ausdrucke zeigen in der That, dass Jlf einen endlichen und posi- 
tiven Werth annimmt. 
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! ,. For ein' Genu» von binaren zerlegbarep Formen gewinnt man ein 

I 

îlhnliches convergentes Product M, imleni man —^ .- an die Stelle von 

77-7 treten lasst. 

Wir behaupten nnn: 

Die Formenfinzahl unseres Genus besitzt (fmi Ausilruck: 

M.U, 

wo M des angegebetie Product und ii eine positive unendliche Grosse heileutet, 
die nur von n und I und von der AmaM der Darstelhingen der Zaht p 
durch die Formen des Genus abhät^t. 

In den Fällen eines defmiten Genus (/ = o oder I = n) ist ins- 
besondere dieses ä gleich der AmaM aller ganzzahligen n-reihigen Substitu- 
tionen von der Determinante i, und mithin M gleich der »ber alle Classai 

Cl des Genus erstreckten Summe ^ -^ • 

Wir werden uns begnügen, das vorstehende Resultat für die FftUe 
definiter (und zwar positiver) Genera zu enveisen. Dabei werden «-ir 
von den DiRtCHLRT'achen Methoden ' Gebrauch machen, und in den Fallen 
H > 2 einen Schluss von « — i auf « zu Hftlfe nehmen. 



Zweiter Theil. 



9. J>as Moans eines positiven Qenus dargestellt durch einen 
gewisnen Grenistcertti, 

Ein positives Genus G von 7i{>3) Variabein sei definirt durch seine 
Ordnung 0: 

ä., (■"■•"■ ".-.. '-V x=o 

\o,, 0,, . , . , 0,_3, 0„_J 

' DiRiCHLKT. RerhtrtAes sur. ^üoeneB 4^tfiifmtion$ ifr Vannlyne infivUésimaU A là 
théorie des nombres. (Cbeu.e's Journal, Bd. XIX.) , . 
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und seine Charactere C. Wir setzen voraus, dass dieselben den fßr die 
Existenz des Genus nothwendigen Bedingungen genügen. rf„ sei gleich i, 
das Genus also primitiv. 

Es sei A die Determinante des Genus, und R eine beliebige zu 2 A 
relativ prime ganze Zahl. Durch die Kenntniss der Invarianten und C 
sind wir befähigt, die Reste unserCR Genus für einen jeden beliebigen 
Modul hinzuschreiben. Insbesondere können wir also irgend einen Haupt- 
rest jr in Bezug auf den Modul »7, . SAR angeben. Der erste Coefficient 
von ^ heisse a^a. Die Zahl a ist dann sicher relativ prim zu SAR. 

Wir richten unser Augenmerk auf den quadratischen Character von a 
in Bezug auf den Modul SAR. Enthalt A im Ganzen b ungerade Prim- 
znhlcn d, und R im Ganzen r ungerade Primzahlen r, so wird dieser Clm- 
racter durch die Gcsammtheit der folgenden 2+0 + 1 Symbole definirt: 



'^w f-')^' (y- (ä> 



Diese Symbole können zum Theil Charactere des Genus vorstellen, zum 
Theil können sie bei anderer Wahl des Rostes jr andere Werthe erlnngen. ' 



' Mao Ubcneugt sich leiclit, dasa in dieser Besichnng die nachstehenden Suize 
gelten : 

Eine jede Einheit I - j kann sowohl gleich + i wie gleich — I ansfallcn. 

Eine Einhät I ^ ) hat einen festen Werth, wenn 0, = O (mod 9), also f von dem 

Typna a,a^ (mod d) ist. Sonst kann dieselbe beide Werthe ± 1 annehmen. 

Was die Einheiten (— t) ' and l-j anlangt, so unterliegen diescIbeD keiner Be- 

schrilnkung, wenn IT^ = 2 ist. Ebenso im Allgemeinen, wenn tr, = l ist; nur bestehen 
hier die folgenden Ausnah me fitll e : 

1. Ist y; = af' (mod 8), so sind beide Einheiten ( — l) ^ und (-1 Charactere. 

2. Ist (f = aS* (mod 4), odor <p = «f + ,9if' (mod 4) und a = fi (mod 4), oder 

^ = aç' ■¥ ßfj^ + yV (mod 4) und a=ß = 7 (mod 4), so hat die Einheit ( — l) * einen 
festen Werth. 

AHm malMlmatltm. 1. laprlB* Ic 7 JDlllcI ISSt. 81 
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Wie ill 6. bczeiclinen wir init x don Index der ersten von den n 
Zahlen Oi, Oj, . . . , o,_i, o,(= o), welclie gerade ausfallt. 

Wir denken uns in jeder Oberhaupt existirenden Classe des Genus 
je eine Form ausgesucht, welche nach dein Modul ff, .SAB den Rest jf 
lasst. Kine beliebige der so gewonnenen Formen sei f. 

Wir bestimmen für die Variabeln von /"alle Systeme ç,, ç,, ...,c.t 
welche dem Ausdrucke /■(?,) einen Worth ff,»M ertheilen, wo m prim zu 
SAB ist und den Gleichungen 

ex») = ü(a) 
gentigt, welche aber dabei, falls x > i ist, nicht die Bedingnngen 

(c) . c, = îî = . . , = Ç. = (7, (mod 2) 

erfüllen. Ueber alle diese Wcrthsysteme f,(? o, o, . . . , o) erstrecken wir 
alsdann die Summe 



= "2: 



-rm 



und wir wollen den Grenzwerth ermitteln, welchen diese Summe fflr ein 
positives, unendlich abnehmendes p erreicht. 

Die definirten Wcrthsysteme f, werden in einer gewissen Anzahl A 
von arithmetischen Progressionen 

f ^ 8Aß.X, + r,,' fï = 8AR.X, + 7',. . . . , f , - 8AR.X. + v. 



3- Ist f= a$* + 2^' (mod 8) und oeUt man { — i) * = s, sokOnneo ( — i) * 
und I - 1 BÎch Dur mit ^ so SoderD, da.is £ ' ■ ( ~ ) ''c^^ bleibt. 

4- Wean ys«f* + 2(^' + j-'') {mod 8), so sind für die üUnheiien ( — i) ^ und 
(-) nur drei von den vier Syatemeu ± I, ± i zulässig. Ist nimlich ^= — ;• (mod 4)1. 
so kann der Fall niclit eintreten, dass ( — l) * ungeSndept bleibt, während i-j in 
— (-) übergebt, und hat man ft ~. y = ff. a (mod 4), Ö = ± I, so ist der Fall aoa- 

gescblosseu, dass ( — l) " in's Gtgentbeil umschlägt, während l-j sich in ^•(-) T^'- 
wandelt. 
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etithalten sein. Man bezeichne mit 2^''~^\Åy, wenn x> i, die Anzahl 
aller derjenigen Lösungen ^, (mod 8) von 

welche nicht zugleich den liedinguiigcn (t) gciiflgen.'uiid wenn x~ i, 
die Anzahl aller möglichen LÇisungen dieser Congruenz; ferner mit 
2''~^.Af die Anzahl aller Lösungen von 

wenn p eine der ungeraden Primzahlen aus Aß bedeutet. In den Aus- 
drücken von Aj und A^ erscheint a, wie wir wissen, nur in den Einheiten 
C{a). Dieser Umstand lässt erkennen, dass die Anzahl A den Wcrtli hat: 



A-(8AÄ)-.in|i('-iH| 



wo 3 die i + b + t Primzahlen von 8AÄ durchläuft. 

Set-zt mau fttr die Çj zunächst nur alle diejenigen Systeme, welche 
in einer der A Progressionen vorkommen, so ergicbt sich der Grenzwerth 
der entstehenden Summe fftr ein p ~ + o, nach F. Q., p. 148, gleich 






'■(- + b) . ..(»-3)...(»-4'-i^jj 

Fdr die ganze Summe S wird daher 

Lh„(.-)„.„ = e..<«^.4.n^,, 

wo (SAß), das Ober alle Primzahlen g von 8A7Î erstreckte Product 
PJ h — -j bedeutet. 
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Eine Summe X, von ähnlicher Beschaffenheit wie E, mug jetzt nur 
alle solchen Systeme Çi = Xi umfassen, in welchen die » Zahlen f,, fa, ...,f, 
keinen gemeinschaftliehen Theiler haben. Offenbar entstehen alle mög- 
lichen Systeme ç^, wenn wir diese besonderen Systeme x, mit allen posi- 
tiven und zu SAR relativ primen Zahlen z multipliciren. Man findet 
daher 

. und in der Grenze für p — o: 

Di« hier auftretende Summe hat bekanntlich den Werth: 

wenn S„ die Summe i + -^ + — + ■ ■ ■ und (SAB), das tibcr alle Prim- 
zahlen ti von SAß erstreckte Product TT(i -^ ausdrückt. 

Wir bemerken noch, dasB die Summe X sich in t{f) unter einander 
identische Summen X^ zerlegen Iftsst. Dabei ist unter t{f), wie in i., 
die Anzahl aller Substitutionen von der Determinante i verstanden, welche 
die Form f in sich selbst transformiren. (Solche Summen X^ haben dann 
auch in Fällen indefiniter Formen einen Sinn.) 

Wir bilden endlich eine Doppelsumrae: 



^^f'-TiuyT.: 



A«<)i 



erstreckt, einmal; über alle die inäquivalenten Formen fi^ff, mod ct,. SAß), 
die wir oben als Kepräsentanten der einzelneu Classen des Genus auf- 
gestellt hatten; und dann, fttr jede dieser F^'ormen f\ über alle solchen 
Systeme rc,, x^, ^. . , x^ ohne gemeinsamen Theiler, welche einer Congruenz 

/lfi)=a^-^ (mod SAß) 
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genügen, wo z zu SAß relativ priiti int, und welche dabei, falls x> \, 
nicht alle Bedingungen 

(t) j;, ^ .r. ^ , , . ^ .1-, = *r, (tuod 2) 

erfüllen. 

Der Grenzwerth / der früheren Summe X hatt« sich als unabhängig 
von der speciellen Form f erwiesen. Infolgedessen muss der Grenzwerth 
L dieser DoppeUumme gleich l X V^ 777^ sein. Durch die hier crschei- 
nendc einfache Sunmie ist aber das Maass lä. unseres Genus dargestellt; 
man erhält demnach: 

2"*+' (8Aj;),.s, v/A « 

Wir werden jetzt für £ einen zweiten Ausdruck ableiten, und durch 
Vergleichung der beiden Ausdrücke werden wir' dann die in 8. auf- 
gestellten Formeln als richtig erkennen. 



10. Bestitninung dessdOen Grenswei'tJiev auf anderem Wege.- 

Wir haben soeben den Grenzwerth L gefunden, indem wir uns die 
Summe 8 erst nach den einzelnen Formen f, und dann nach der nume- 
rischen Grösse der Zahlen — - geordnet dachten. Nun handelt es sich 

in S um lauter positive Glieder; wir müssen daher zu demselben Grenz* 
werth L gelangen, wenn wir die Summe S direct nach der Grösse der 

Zahlen —f{^x,) = m anordnen. Durch ein solches Arrangement entsteht 

für 8 zunächst ein Ausdruck von der Gestalt: 



/>! 






wo die Summation alle positiven Zahlen m betriflft, die zu 8AÜ relativ 
prim sind und den Gleichungen: C{m) = (7(a) genügen. 
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Fftr jede dieser Zahlen m» hat die Grösse M{m) folgende Bedeutung. 
E^ bezeichne ni{f), wie oft eine bestimmte Form f die Zahl tf,m mit 
Hilfe von Systemen x, darzustellen vermag, welche keinen gciiieinsamun 
Theilcr > i haben, und ausserdem, falls x> i, nicht alle Bedingungen 
(c) erfüllen. Dann ist: 

wo die Summe sich Ober alle die Formen f erstreckt. Die Grösse ^^"(»1) 
bildet also, wie wir uns nueli F. Q., p. 142 ausdrücken, das Maass für 
alle die delinirtcn Darstellungen u^j der Zahl a^m durch die verschie- 
denen Formen f des Genus G. 

Treten in der Zahl jm im Ganzen /i ungerade Primzahlen 2'it2'a> ■■■» P/, 
auf, so erseheint, nach F. Q., p. 143, dieses Maass M{m) als das 2''-fache 
von dem Maasse eines bestimmten positiven Genus G(m) von Formen mit 
n — I Variabein, welches enge mit dem Genus G zusammenh&ngt. Von 
den Sätzen, welche diesen Zusammenhang feststellen, wollen wir hier 
soviel anführen, als für die Bestimmung der Grösse M(m) von Wich- 
tigkeit ist (Vgl. F. Q., art XVIII). 

(i). Es sei zun&chat n = 2, in welchem Falle A und 0, identisch 
sind. Je nach der Bcsehaflenheit der Zahl m bieten sich zwei Möglich- 
keiten dar. 

Entweder ist für die Zahl 1» die quadratische Congruenz 

— A =^' (mod ffji«) 

nicht lösbar. In diesem Falle existirt auch das Genus G{m) nicht, und 
man hat sein Maass gleich o zu setzen. 

Oder diese Congruenz ist lösbar und besitzt 2" lösungen ^ (mod fT,ffi). 
Alsdann wird das Gfenus G(m) von der einen Form */ = f * gebildet und 
liefert das Maass i. 

In beiden F&llen kann man schreiben: 

Der zweite Fall ereignet sich beispielsweise, weim man für a^m den 
ersten Coefficienten einer der Formen f wflhlt, was man thun darf. Denn 
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nach Voraussetzung ist ein solcher Coefficient ~ rr^a (mod «r, .SAiî). Man 

hat dann jedenfalls ( 1 = i, worin eine Bedingung fOr die Einheiten 

C{m) = C'{a) liegt. 

(2). Ist K > 2, so erkennt man zun&chst, dass die Invarianten von 
G(^m) durch die Zahl mC{m) = C{a)] und die Invarianten von G stets 
in solcher Weise ausgcdrOckt sind, dass das Genus Ö(m) wirklich existirt. 
Wir hahen bereits bemerkt, dass dieses Genus sich als positiv erweist. 
Man findet es auch primitiv. Seine Invarianten und a erlangen die 
Werthe: 

,- ff,, (Ti, ..., ff,_,\ 

V /T. 1» . n. _ n. . . rt . ' 



Es sei 


A' = 


Ho 


1 * und 


%' = 


n 


oi*-"«"-*'. 


Ferner 


fallen 


seine 


Cha- 


ractere 


derart 


aus, 


das3 für 


jede 


seiner Formen 


* = "? 


OffCt 


.He'i- 


2 


Congruenzen: 




















w 






— 


Ol''/*" 


- ^i^< 


(mod tT,m 











je 2" Lösungen zulassen. 

Wir nehmen nun an, die Formeln auö 8. seien bereits fOr den Falt 
« — I erwiesen, und wir wollen dieselben benutzen, um das Maass von 
G(»i) aufzustt^lien. Wir bilden zu dem lîehiife für irgend eine Form ff 
dieses Genus alle Grössen fflg], imd wir schreiben: 

-- . 2_ TT- W 

Ai] 

FUr das Maass von G{im) erhalten wir dann einen Ausdruck: 
c,_, . v^^!-i^L_?L_ . Kl 7^ EÎ . . . ^ . . . ; 

ffjflj . . . (Ti,_i 

WO c„_i eine Constante bedeutet; und die Grösse M{m) ergiebt sich gleich 
diesem Ausdrucke, multiplicirt mit 2". Es sind jetzt die Grössen £J zu 
ermitteln. 
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i) Ist zunächst g irgend eine ungerade Primzahl, die weder in AR, 
noch in «i aufgeht, so kommt, nach 8., wenn «^o (mod 2): 

El= I, 
und wenn h ^ i {mod 2): 






In dem letzteren Falle hat man zugleich: (— 1 = ( L Bildet man 

das Product TÎEl (iher alle nicht in aAJßw nufgehenden Primzahlen q 
in ihrer natürlichen Reihenfolge,, so kann man ffir dasselbe, je nachdem 
w = o (mod 2) oder « = i (mod 2) ist, entweder i oder die Summe 

/>,_,[( — 1) * ff,mAß*J setzen, 

2) Ist weiter q =p eine der /i ungeraden Primzahlen aus m, und 
p' die höchste Potenz dieser Primzahl, welche m theilt, so besitzt das 
Oenus G{m) Reste vom Typus: 

if = ce* + /(cfî + . . . + f.-a?.-î) (mod y), <oJ) 

wo die Grössen c, c,, ..., c,_, sammtlich zu p prim sind. Aus den 
Congruenzen {2) erschüesst man dos Bestehen einer Congruenz: 

— o^c = s^ (mod p") ; 
man findet femer: 

c^, ...c,_,-(^™)'^'.A' (modii'-'O. 
Im Falle eines ïî et o (mod 2), wo zugleich (~ — -1 = ^—1, kommt also 



/c, ... C„_î\ /— 



{=^)- 



Die Formeln aus 5, und 8. geben in diesem Falle: 






■ + ( 
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dagegen, wenn n= i (mod 2): 

E\=-. 
'' 2 

3) 1st endlich g eine der Primzahlen aus S^B, ßo besitzt das ge- 
gebene Genus G für einen jeden Modul q' Hauptreste /", mit einem ersten 
Coefficienten a^m. Aus diesen Hauptresten entspringen, nach den Sätzen 
aus F. Q., art. XVIII, in einfacher Weise Hauptreste des Genus G{m). 

Bedeutet g zunächst eine der ungeraden Primzahlen 3, r, so hat 
ein /", den Typus: 

r -ff,Hff'+^' (mod«')- 
" ' aim ^ ' ' 

Der hier auftretende Rest /"'" (mod g' "■} bildet dann einen Rest des 
Genus G[m). 

Ist g ^ 2, PO müssen die Fülle it, = i und <t, == 2 unterschieden 
werden. 

Im erstoren Falle hat ein /", den Typus: 

s /; - «)f ' + -^^~ (mod 2'), 

wo /■"• einen in Bezug auf 2 primitiven liest vorstellt, welcher im 
Falle o, ~ I (mod 2) eine erste Invariante tr gleich i liefert. In diesem 
/■"* (mod 2' *"■) finden wir einen Rest von G{m). 
Im zweiten Falle (0-, — 2) hat /, den Typus: 

/; r7.-2(nir + Af^ + »<0 + '^P (mod 2'), 
wo A ungerade und /"'" primitiv in Bezug auf 2 ist, und man gewinnt in 

fiu- M'^'^- éHy^^ + 2ft/'> (mod 2' + '} 

einen Rest des Genus G(»i), 

In allen Filllen ergiebt sieh nun, nach 5. und 6,, wenn / gross genug 
gewivhlt ist, die Beziehung: 

/■|ïl = A-riïi, 

wobei A, mit der in 9. auf diese Weise bezeichneten Grösse identisch ist. 
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F(lr die Ausdrücke E^ und E^ folgt hieraus, wenn n^o (mod 2) und 
> 2, die Gleichung: 

El = A^E^, 
und wenn n = i (mod 2); 

s"~' 

Im Falle » = 2 findet man in ähnlicher Weise: /"(jj = J,, also, da 
liier E, =-J-i ist: ^,^, = i. 

r(s| 

Fassen wir alles Vorhergehende zusammen, eo können wir die Grösse 
M{m}, wenn n> 2 ist, in folgender Form schreiben: 

VÎî'-ffi «t TT A 17 / \ M'î.a.r) 

(Tjffs . . . a„ i 1 " f \ ' 
wobei im Falle eines geraden n: 

/{-i)5AH'\ I I 



W=II '+( 



und im Falle eines ungeraden w: 



(»0 - 



.D„_X{— 1) ^ ff.wATÏ'J. 



{8A/0„_ 

Dieser Ausdruck bleibt nun auch für » — 2 göltig, wenn c, — i 
genommen wird. 

Wir vergleichen jetzt den frOlier gefundenen Ausdruck von L mit 

dem Grenzwerthe Lim {py\ -- " V Dadurch erhalten wir eine Beziehung 
für das Manss M des gegebenen Genus. In dieselbe setzen wir 



(Tl-Tï- , . (T„ 1 Ï 

WO Dß — I sei für ein ungerades «, inid gleich D„\{ — i)^Afi'J ftir ein 
gerades », und wo î) =^ A.3)' und * 

c. = 2 ^(h r=2); =- '""' .- (w — o, mod 2; «> 2); =^ ^-.-.S„.. |(w -: 1, mod 2) 
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(lie Grössen aus 8, bedeuten sollen. Die Grösse M^ erweist sich dann 
als unabhängig von der Zahl R, und es wird Jlf„ = i sein müssen, 
damit die in 8. fOr M aufgestellten Ausdrfleke in Wirklichkeit gelten. 

- Schreibt man noch -o fftr p, so lauten die Endfonneln: wenn « = 2, 

'•'> =■ 2'"" (8AÀ), ..V, " '^m'+'Vl- ^ '' 'i 

wenn n ::= o (mod 2) und > 2, 



{') 



(RA/.), 



(8A«).-S. 



^ |'S.^n[-(M^),;,,| 



wenn « ~ i (mod 2), 



(3) 



(SA/f), (8 AK), 



i,8AWi,.,S, 



.3/„ = I'iniU22-ir.^J(— ') ' ff,'»A/î']]- 



Dabei durchlauft m, wie erinnert werden mag, alle positiven und 
zu 8Aiï relativ primen ganzen Zahlen, für welche die 2 + b + t Ein- 
heiten 

''(»') (-')""'. (^)' (^> (7) 

gewisse feste Werthc annehmen, die fOr ein n = 2 jedenfalls der Bedingung 

/— Aft'\ 

( j = I genügen. 

Diese Zahlen m bilden offenbar die Individuen von (8AJi)". ■ .,..., - 

2 

arithmetischen Progressionen 8A7î.î7+'"ui (^ ^ o, i, ..,, od) von der 

Differenz 8AR. Infolgedessen muss nacli Diiiicifr.Kr 'lie Gleichung bestehen: 
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Von derselben werden wir sofort Gebrauch machen, um in allen 
Fallen das Resultat M. = i abzuleiten. 



11. Beweis, äass Jlf, = i ist. 

Wir schicken die folgende Betrachtung voraus: 

Es sei eine ganze positive oder negative Zahl N theilbar durch alle 
ungeraden Primzahlen, die unter einer gewissen Grenze G + i liegen; 
ferner soll p die sämintlichen Primzahlen irgend einer zu aA'^ relativ pri- 

irien Zahl m durchlaufen: endlich sei c > i und r = z\ dann 

gelten die Ungleichungen: 

I — r < D.{N) < 1 + ;-; I < (2A'), . S, < I + ;-; 

■-^<n[-+(f)^]-n.<,+.. 

In der That, man erhält zunächst 

wo die Summation sich auf alle zu 2^^ relativ primen und positiven 
Zahlen wt bezieht. Die kleinste dieser Zahlen »i, welche von i verschieden 
ist, besitzt mindestens den Worth ö + i. Die vorstehende Siimme liegt 
daher zwischen den beiden Grössen: 

V(ü+ I)' (Ü + 2)^ I 

Da nun 

■ — ^< ]'"-.. 

{ti + Irf J X 

SO folgt um so mehr: 



, _0</),(iV)<,+ /'i^. 
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In derselben Weise ergeben sich (.lie Ungleichungen fOr die Grösse 
{2N),.S„ welche den Worth der Ober alle Zahlen m erstreckten Summe 
7 — ausdrOekt. 

Was endlich das Product II. anlangt, so kommt zunächst 

n.<n(i +!>-")< i +[{0+ i}-' + (f; + 2)-- + .-■]< ' +n 

und dann 

II„ > 11 (i — ir') > ~ — . > — ;- > I — /•■ 

Auf Grund der vorstehenden Ungleichungen können wir jetzt in allen 
Fällen, wo n > 4 ist, die lieziehung 3/„ = 1 nachweisen. 

Wir wählen einfach die Zahl Ü derart, dass in AJJ nammtliche un- 
geraden Primzahlen auftreten, die kleiner als eine Zahl G + i sind. 
Unsere Ungleichungen liefern uns dann, wenn n ungerade und > 3 ist, 
für alle Grössen: 



7>^1(— 1) ' ,7,wAfl'], (8Aß),.S„, 
veim n gerade und > 4 ist, für alle Gri 



und wenn n gerade und > 4 ist, für alle Grössen: 



!>.[(-. rAH^J 



einmal obere und dünn untere Grenzen. Indem wir erst diese oberen und 
dann diese unteren Grenzen einsetzen, und jedesmiil die hervorgehende 
Ungleichung durch die Gleicliung {4) dividiren, bekommen wir, wenn 
niH I (mod 2) und > 3: 

1—^3 

und wenn « ^ o (nioil 2) und > 4: 

1 - r._^ (1 + r^.-)(i + r. ■) 
— - — ~<M,< -^ , 

I + r—! I — r.- > 
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wobei j-^ für -—ft gesetzt ist. Lüssoii wir jetzt die Ziilil G iiilti Unend- 
liche wachsen, so folgt in der That: M^ = i. 

Es bleibt uns noch übrig, die Falle « = 2, 3, 4 zu untersuciien. 

Ist n = 2, so nehme man B = i, und betrachte zu gleicher Zeit 
alte die Grenxwerthe X(m), welche die reclite Seite der Gleichung (1) 
diirstcllt, wenn man den 2 + b Einheiten C{m) alle die Werthsysteme 

beilegt, die der Bedingung ( — — j = i genügen. Man bilde aus dicücn 

2'"*^° Grenzwcrthen ebensovielc lineare Combiriationen: Sc{m).Z(»i) = i^; 
c{m) bedeute hier ein beliebiges Glied des Ober alle Einheiten C{m) 
erstreckten Productés II[i + C'(wi)]; von je zwei Einheiten c(«i), die ein 

Product gleich ( ) geben, soll über immer nur eine beibehalten 

werden. Aus den Summen L^ folgen umgekehrt die Grössen L{fn) mit 
Hilfe der Gleichungen 2''^''. L{m) ~ ^cc{m) . L,. Die Grenzwertbe L^ 
Bind von Duuchlet angegeben. Unter ihnen ist nur einer von Null 

verachieden, nftmlich derjenige, welcher zu c= i = ( ] gehört; dieser 

besitzt einen Ausdruck, aus welchem sofort M^ = i hervorgclit. 

In den Fällen n = 3 und n = 4 gebe ich für die Kelation M^ = 1 
einen Beweis, welcher sich auf die Satze aus der Anmerkung zu 9. stfttzt. 
Ucbrigens Hesse sich für diese Falle noch dieselbe Methode verwerthen, 
welche in den Fällen » > 4 angewandt wurde. Für » = 3 sehe man auch: 
Smith, On the Orders and Genera of Ternai-y Quadrat'ic Forms, artt. 13 — 21 
(Phil. Trans. CLVII, 1867) und; K <>., pp. 156— 159; für » = 4; /'. C^ 
pp. 162 — 163, und: Smith, Sur la représentation des nombres par une somme 
de cinq carrés (Mém. prés. T. XXIX). 

Ißt M = 3, so constatire man zunächst, dass dem speeiellen Genus 
G von der Ordnung: 



welclies die Formen von der Determinante i enthalt, ein M^ = t, d. i. 

ein M = — zukommt. Bekanntlich bilden alle Formen von G eine cin- 
24 
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zige Cliisse, welche durch f = x\ + xl + x] repräsentirt wird,' und dieses 
f lîVsst in der That genau 24 Transformationen von der Determinante i 
in sich selbst zu. Die Anwendung der Gleichung (3) auf G liefert: 

wo m alle positiven und zu 2R relativ primen Zahlen mit festen Einheiton: 

(-')"^. a> ©■ © e) 

ZU durchlaufen hat. Dabei ist nach 9. Anm. die Einheit ( — i) ' stets 
gleich + I zu nelimen, während die ßbrigen Einheiten ganz nach Be- 
lieben gewählt werden dürfen. 

Die vorstehende Formel benutzen wir, um für ein beliebiges ternJlros 
Genus G von einer Ordnung 

die Relation M^ = i abzuleiten. Nach (3) genügt die Grösse M^ eines 
solchen Genus jedenfalls einer Gleichung 

WO m alle positiven und zu 2 A relativ primen Zahlen mit bestimmten 
festen Einheiten 

cw (-,)-. •(£). (»;). ©...., (S 

durchläuft. 

Wir betrachten zuerst den Fall, wo ff,o, und <r^o, beide vollständige 
Quadrate sind. 

Das Genus G werde durch eine characterislische Form f reprilson- 
tirt. Der erste Coefficient von f heissc <T,fi, und es sei tr^f^ der erste 



' Vgl. E. B. DuiiciiLET in Ckeli.e's -Fournal, BJ. 40, S. 223, 
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Coefficient der zu f adjungirten Form. Die Zahlen jp, und fr, sind dann 
prim zu einander, und es gelten zwei Congruenzen 

— o,(Tgjri zz Xi (mod c'f' ,) 

— OaTijr, -- X,* (mod (^jr,). 
Dieselben geben 

also 

*■*!-•' jr, ~ 1 (mod 4), 

was nur mit iTj = 1 , u, =^ i vertraglicli ist. Denn hätte man etwa a^ = 2, 
80 wftrdc die zw«ite Congruenz zugleich — ?\ — ^ (mod 4) liefern. Nach 
7. besitzt nun unser Genus den Hauptrest fifJ + ^'^H — '— '^ (>"od 4). 

Dersell)e zeigt, dnss in (A) die Einheit ( — 1) * «Hein gleich + i ge- 
nommen werden darf. Setzt man ö-, A — 2^''.R^{R^ 1, mod 2), so kann 
daher der Grenzwerth (mj nach der Formol (11) Ix'stiinrnt werden, und 
man findet M^ = i. 

Zweitens sei eine der Zahlen «t^Oj und a^o^ kein vollständiges Quadrat. 

Das Maas.*! des Genus G stimmt, wie wir wissen, mit dem Maasse 
des adjungirten Genus von der Ordnung 



\o,, 0,/ 



öberein; ebenso liefern diese beiden Genera gleiche Grössen f\q\; ftie 
müssen also auch dasselbe M^ ergeWn. Wir brauchen daher nur eines 
dieser Genera zu untersuchen, und können annehmen, es sei ff,Oj, also 
auch (TjA kein vollständiges Quadrat. 

Aus (7, A gehe durch Division mit einer möglichst hohen Potenz von 
4 die Zahl d hervor. Wir betrachten irgend ein Genu.^ (t, der Ordnung 

denken uns aber im Falle d — l (mod 4), (was dann sicher gestattet; 
ist), die Chamctere (~J dieses Genus ao anagesucht, dass die Einheit 
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-ti /„ \ niti. *:■+-' 

j = ( — ij ' . 1^1 ^= ( — ij * * gleich + I wird. Die zu jr, gehörige 

Grösse 3f„ lasst sich ebenfalls durch einen der Grenzwerthe [»() darstellen; 
und zwar ist hier, nach den Sätzen aus 9. Anm., ein jeder der 2'+* Grenz- 
werthe {»1) in gleicher Weise verwendbar. Alle die Grenzwerthe jm) müssen 
demnach untereinander gleich sein. 

Bilden wir jetzt die Formel (A) för das zujr, adjungirte Genus jr^ 
der Ordnung 



so ergeben sieh die Grenzwerthe jwij gleich gewissen Grenzwerthen 

wo m wie vorher Reihen von .positiven ^Zahlen mit festen Characteren 

C'{/h) = + I zu durchlaufen hat. Hier ist für die Einheit ( — 1) ' , 
nach 9. Anm,, stets der Werth + i zulässig. Wenn man d = R, resp. 
= 2B setzt, kann man also für den vorstehenden Grcnzwerth die Formel 
(li) benutzen, und man gelangt zu M^ = i. 

Ist endlich n = 4, so haben wir einen Grcnzwerth 



H^-^JrJll'H^^, 



A\'\ 



zu ermitteln, wo m alle positiven und zu 2A relativ primen Zahlen mit 
festen Einheiten 



m-l 



c^w (-0-, ©. ©. © (F.) 

durchlauft. Wir bilden aus A durch Division mit einer möglichst hohen 
Potenz von 4 eine Zahl A^,. Die Grösse 2tf^ für irgend ein Genus der 
Ordnung 

Vi, ', ^J 

hangt dann gleichfalls von irgend einem Grenzwerthe \m] ab. Fßr ein 
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solches Genus unterliegen aber, nach den Sätzen aus 9. Anm., die Ein- 
heiten C{»i) durchaus keiner Beschrankung. Alle die 2''"' Grenftwerthe 
[mj mOssen also untereinander gleich sein, und wir können sie gleich dem 
jî+nien Tjiejie ihrer Summe setzen. Diese Summe wird durch einen ahn- 
lichen GrenzAverth gebildet, wo ni alle möglichen positiven und zu 2 A 
relativ primen Zahlen durchlauft. Dieser letzte Grenzwertii gestattet 
nach F. Q., p. 150 und" 162 eine Transformation in: 

welche dann unmittelbar zu M^ = i führt. 



Von den verschiedenen Darstellungen, deren das Maass eines Genus 
fähig ist, erscheint aU die natürlichste die hier gegebene mit Hilfe eines 
unendlichen Productcs, in welchem einer jeden Primzahl ein bestimmter 
Factor entspricht. ' Ihre Bedeutung reicht über das specielle Gebiet der 
quadratischen Formen hinaus; es zeigt diese Darstellung, dass zur Lösung 
arithmetischer Probleme ober Förmena nzah len ein Studium jener wichtigen 
Grnppenbildungen erforderlich ist, auf welche Herr Camille Joudän in 
N" 302 des Traité des Substitutions aufmerksam gemaclit hat. 

Ausdrücke für das Maass eines positiven Genus quadratischer Formen 
von n Variabein sind zuerst von Henry J. Stephen Smith in der Note 
On the Orders and Genera of Quadratic Forms containing more than three 
Indeterminates, (Roy. Soc. Proc. XVI, 1868, pp. 197 — 208), mitgetheilt. 
Die Formeln von Smith sind ähnlich unseren Formeln (2) in 8., erschöpfen 
aber nicht alle Fälle; sie geben im Wesentlichen die Werthe der von uns 
F^ genannten F^actoren für ungerade Primzahlen q, doch für die Primzahl 
2 nur in den weniger verwickelten Fallen, wo das Genus eine ungerade 
Determinante besitzt ' 

In einem folgenden Aufsatze beabsichtige ich verschiedene Anwendun- 
gen der hier gefundenen Resultate auseinanderzusetzen. 



' Ich habe anr diese Barstellung im 99. Bande des Journals fUr die 
angewandte Mathematik hingewiesen. 
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SUR L'ÉQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE 
AlflMÉE D'UN MOUVEMENT DE HOTATIOH 



H. POINCARE 
à TA ma. 



% 1. Introduction. 



Quelles jäont les figures d'équilibre relatif que peut affecter une 
masse fluide homogène dont toutes les molécules s'attirent conforinéinent 
à la loi de Newton et qui est animée' autour d'un certain axe d'un 
mouvement de rotation uniforme? 

Quelles eont les conditions de stabilité do cet équilibre? 

Tels sont les deux problèmes qui forment l'objet de ce mémoire. 

On en connaît depuis longtemps deux solutions: l'ellipsoïde de ré- 
volution et l'ellipsoïde à trois axes inégaux de Jacobi. Je inc propose 
d'établir qu'il y en" a une infinité d'autres. 

Mais je vais avant d'aller plus loin signaler un certain nombre de 
résultats que l'on trouve dana le Treatise on Natural Philosophy de MM. 
Tait et Thomson, 2°' édition, 778. Sir William Thomson énonce ia 
plupart de ces propositions sims aucune démonstration; pour quelques 
unes d'entre elles, il renvoie à des mémoires plus étendus insérés aux 
Philosophical Transactions. 

Voici ces résultats, qui doivent nous servir de point de départ. 

(n). L'ellipsoïde de révolution aplati est une figure d'équilibre tou- 
jours stable, si on impose à la masse fluide la condition d'affecter la 
forme d'un ellipsoïde de révolution. 

Acta niallumailta. 7. ImprlmA la IS BepUmbia IgBt, 
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(i). Si nous imposons à notre masse la condition d'être de révolu- 
tion, mais non plus celle d'être ellipsoïdale, on trouve, si le moment de 
la quantité de mouvement est assez grand, deux figures d'équilibre: une 
figure annulaire qui est stable et une figure ellipsoïdale qui est instable. 
(Nous verrons dans la suite de ce mémoire qu'il y en a une infinité 
d'autres parmi lesquelles il y en a de stables grâce à la condition im- 
posée à la masse de rester de révolution.) 

(c). Il existe également des figures d'équilibre, probablement in- 
stables, où la masse se subdivise en plusieurs anneaux concentriques. 

■ {(i). La figure annulaire d'équilibre est stable si l'on impose à la 
niasse la condition de- rester de révolution, et probablement instable si 
l'on supprime cette liaison. 

(e). Si Von impose à la masse la condition d'être ellipsoïdale, mais 
non d'être de révolution, l'ellipsoïde de révolution est stable, si l'excentri- 
cité est inférieure à 0,8127 <^t instable dans le cas contraire. (Nous 
verrons dans la suite de ce mémoire que les conditions de stabilité restent 
les mêmes si Ton ne s'impose aucune liaison.) 

L'ellipsoïde de Jacobi est toujours stable, si l'on impose à la masse 
la condition d'être ellipsoïdale. 

(f et g). L'ellipsoïde de Jacobi, si l'on ne s'impose aucune condi- 
tion est certainement instable dans certains cas, bien qu'il soit probable- 
ment stable dans d'autres. (Nous démontrerons dans la suite de ce mé- 
moire qu'il y a efifectivement des ellipsoïdes de Jacobi qui sont stables.) 

Une autre forme d'équilibre stable, si le moment de la quantité de 
mouvement est assez grand, sera celle où la masse se subdivise en deux 
corps isolé», comparables à une planète et un satellite dont les vitesses 
de rotation seraient égales entre elles et à celles de révolution. 

{h). Il existe également des configurations où le fluide se subdivise 
en plus de deux masses détachées, mais elles sont instables. 

(i). Il subsiste une importante lacune entre le plus grand moment 
de la quantité de mouvement qui correspond à un ellipsoïde de Jacobi 
stable et le plus petit moment qui correspond à l'équilibre stable de deux 
masses isolées. Il y aurait intérêt à combler cette lacune par des figures 
intermédiaires. (J'ai fait à la fin de ce mémoire une tentative dans ce 
sens, mais je n'ai réussi pour ainsi dire qu'à amorcer le- problème et à 
"indiquer là voie à suivre.) 
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(J). Si l'énergie avec un moment donné est un minimum ou un 
maximum, l'équilibre est stable,. pourvu que le liquide soit parfaitement 
dépourvu de viscosité. Il est probable qu'il est instable si l'énergie est 
un »minimaxB mais cela n'a pas encore été démontré. (Noue verrons 
dans la suite de ce mémoire un exemple où l'équilibre est stable à la 
condition que la fluide soit absolument dépourvu de viscosité et bien que 
l'énergie soit un »minima^».) 

(k). Si le liquide est visqueux, et si peu qu'il le soit, l'équilibre 
sera certainement instable si l'énergie est un maximum ou un minimax, 
et certainement stable si elle est un minimum. 

Je donnerai dans la suite de ce travail la démonstration de quelques 
unes des propositions que sir' WitUAM Thomson avait seulement énoncées, 
et je les compléterai même sur- divers points, comme je l'ai déjà indiqué 
dans les parenthèses que j'ai intercalées dans le précédent exposé. 

Je démontrerai aussi l'existence de figures d'équilibre tout à fait 
différentes de celles dont parlent MM. Tait et Thomson. 

J'ai déjà donne dans le Bulletin Astronomique une courte note 
où j'étudie plus en détail l'anneau simple ou multiple dont il est question 
dans le passage cité plus haut {{b), (c) et (d)]. 

Dans cette étude, je me suis rencontré avec"M°" Kowalevski qui 
avait déjà employé les mêmes procédés d'analyse dans un mémoire sur 
l'anneau de Saturne, qui avait été communiqué en 1874 à l'Université 
de Göttingen et qui n'a été imprimé qu'en 1885 dans les Astronomische 
Nachrichten. 



g 2. Equilibre de bifurcation. 

Considérons d'abord le cas où il s'agit d'un équilibre absolu et'd'un 
système dont la position est définie par n quantités x-^, x.,, . . . , x„. Sup- 
posons qu'il y ait une fonction des forces -^'(^1. Xj, ..., x.) de façon 
que l'équilibre ait lieu quand toutes les dérivées de cette fonction s'an- 
nulent et qu'il soit stable quand cette fonction est maximum. Je sup- 
poserai qu'outre les quantités x,, Xj, ..., x^, il entre dans la fonction 
F un paramètre variable §, de telle sorte que les valeurs des x qui 
correspondent à l'équilibre dépendent de ce paramétre y. 
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Supposons que y ait une valeur déterminée; les équations d'équilibre: 
dF dF ' dF 

auront un certain nombre de racines; quand on fera varier y, {si F est 
one fonction holomorphe des x et de y, ce que nous supposerons d'abord) 
ces racines varieront d'une manière continue. Noue aurons ainsi un certain 
nombre de séries linéaires de racines: 

»1 = Pn{tf)> ^ = fii{y), ..■yX^= (P„(i/) 

^ï = Vkx{y), ^ï = f«{y), ..., oc-^ = ftn{y)- 

Dans chacune de ces séries linéaires, a;,, x.j, . . . , x„ sont des fonctions 
continues du paramètre y. Pour certaines valeurs de y, deux ou plusieurs 
racines peuvent se confondre. Quelle est la condition pour qu'il en soit 
ainsi? 

dF^ 

par rapport aux « variables x,, x.^, ..., 3:„, ou, en d'autres termes, le 
hessien de la fonction F par rapport 'ii ces « variables. La condition 
nécessaire et suffisante pour que deux ou plusieurs racines se confondent, 
c'est que A soit nul. 

Supposons que pour une certaine valeur a de y, pour laquelle A 
s'annule, p racines des équations (i) viennent à se confondre, ou en 
d'autres termes, qu'une même racine Appartienne à la fois à p séries 
linéaires. Parmi les p racines qui appartiennent à ces p séries linéaires, 
il y en aura 2q qui seront imaginaires et p — 29 qui seront réelles pour 
y < a; il y en aura d'autre part 2r qui seront imaginaires et p — ir 
qui seront réelles pour y > a. 

Si p ^ 2, q := r ^ o, les racines des deux séries linéaires sont réelles, 
et on a ainsi une racine qui appartient à la fois à deux séries réelles. 

Si ^ = 2, ï = o, r ~ i, les racines sont toutes deux réelles pour 
y<a, et toutes deux iinaginaires pour y > a. Quand y en croissant 
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atteint et dépasse la valeur a, deux racines réelles se confondent, puis 
deviennent imaginaires. 

Si p — ^■, g = r " ï, i\ y a pour y < a et pour y > a, une racine 
réelle et deux imaginaires, de sorte que la racine qui correspond à y = a " 
n'appartient qu'à une seule série réelle. Mais il est aisé de voir dans 
ce cas que A s'annule sans changer de signe. 

Il est inutile de citer d'autres cas particuliers, j'arrive tout de suite 
au résultat général que j'ai en vue. Soit: 

(2) 3-1 = ç>i{y), ^t = Fj(î'). • • • ' ^- = vÅy) 

une série linéaire de racines; ^1, f^, ..., ^, étant des fonctions continues 
et uniformes de y. Supposons de plus que pour les valeurs voisines de 
et, qu'elles soient inférieures ou supérieures à cette quantité, les fonctions 
fn fî> ••■> f„ restent réelles. Si l'on substitue dans 

A(a;, , a^j, . . . , x„; y) 

f\i Fît • • • » f n ^ ^^ place de a^,, Tj, . . . , 3:,, cette fonction A. ne dé- 
pendra plus que de y. Je suppose que pour y = a, la fonction A(^} 
change de signe. Je dis alors que la racine 

Ki{«)'-fî(«)' •■-. P"(«) 

appartiendra noti seulement à la série (2) mais à une autre série linéaire 
de racines réelles. 

Avant de démontrer ce résultat général, donnons quelques exemples. 
Soit; 

F = Ax^, + - 3J.] — jr/r, — ayjTj. 

Il vient pour les équations d'équilibre: 

X, =-0, (T, = + yy' + «y 
d'où 

A = 4AX1 == ± 4A y'y' + ay . 

Pour les valeurs de y comprises entre o et — a les valeurs de x^' sont 
imaginaires; elles sont réelles pour les autres valeurs de y. Vöury — o, 
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et pour y = — o, les racines passent du réel à l'imaginaire ou réciproque- 
ment; c'est aussi pour ces mêmes valeurs que A s'annule. 

Faisons en particulier: « = o; il y aura deux séries linéaires de 
positions d'équilibre: 

{2) Xj = o, x^ = y 



(3) a;, =0, x, = —y. 

Considérons la première de ces séries; pour chacune des positions qui lui 
appartiennent on aura 

A = 4Jy. 

Quand y variera depuis — co jusqu'à + 00, les valeurs de x^ et de a;, 
resteront réelles, mais quand y passera par o, A changera de signe. 
Donc en vertu du principe que je viens d'énoncer, la position d'équilibre 
qui correspond à la valeur y = o, c'est à dire : 



appartiendra non seulement à la série (2), mais encore à une autre série 
linéaire de positions d'équilibre. Il est aisé en effet de constater qu'elle 
appartient également à la série (3). 

Soït maintenant: ' 

Les équations d'équilibre deviennent 

X, = 0, xl = y'. 

Il n'y a qu'une série de positions d'équilibre réelles, à savoir: 

\ 

. aîj = o, Xy = y 

et on voit que ces positions restent réelles quand y varie de — 00 à 
+ co. Aucune de ces positions ne peut donc appartenir à plusieurs 
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séries de positions d'équilibre réelles comme cela avait lieu tout à l'heure. 
Cependant 

A = ôAy} 

s'annule pour y = o, mßts sans changer de signe. 

Pour démontrer ce principe que je viens d'énoncer et d'illustrer par 
quelques exemples, je supposerai que « = i, de telle façon que je n'aie 
plus que deux variables: x qui délinit la position du système et le para- 
métre y. On aura: 



et l'équation d'équilibre sera: 
dF 



F-{x, y) - 



L'équation F'{x, y) ^ O pourra être considérée comme représentant une 
courbe plane C. Soit: 

X = f{y) 

une fonction uniforme, réelle, finie et continue de y qui satisfasse à 
l'équation : 

F'Wiy)' y] = o. 

L'équation x = ^{y) représentera alors une des branches B de la courbe 
C. Soit M{x = a, y = ß) un des pointa de cette branche de courbe. 
Supposons que lorsqu'on suit cette branche de courbe, on voie A changer 
de signe au moment où on franchit le point M. Je dis qu'il passera 
par le point M une autre branche de la courbe C 

Soit en effet P le point de la branche B qui a pour ordonnée 
y = ß — £ et Q le point qui a pour ordonnée y = ß -\- s {e étant très 
petit). Ces deux points sont réels, puisque par hypothèse f{y) est une 
fonction réelle de y. Je suppose par exemple qu'au point P, -r-i = A 

soJt positif, et négatif au point Q. 

Par les points P et Q, je mène des parallèles à l'axe des x et je 
prends sur ces parallèles deux points P et Ç* à gauche de P et de Q. 

Au point Pj -T- est nul et -^ positif; donc si le point P est assez 

Atia maihtaMlUa. 1. Imprint le IS Septembre IMf. 34 
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voisin (le P, la' dérivée première -j- y sera négative. On verra de la 

même façon que si le point (^ est assez voisin de Q> -j- y s«™ positive. 

Allons du point I" au point Q^ en suivant une courbe qui s'éloigne très 
peu de la branche B, mais qui ne coupe pas cette branche; cela est 

toujours possible. Nous verrons -j- changer de "signe; il faut donc qu'à 
un certain moment -r— s'annule et par conséquent que nous traversions 

une branche de la courbe C. Il y a donc une seconde branche de cette 
courbe qui vient passer par le point 31. 

En d'autres termes, ce point 3f est au moins un point double de la 
courbe C; je puis même affirmer que c'est un point multiple d'ordre pair. 

I] est à remarquer que dans la démonstration précédente, nous n'avons 
pas été obligés de supposer que la fonction F est holomorphe, mais seule- 
ment qu'elle est finie et continue ainsi que ses dérivées des deux premiers 
ordres. 

Il y a un cas particulier sur lequel il est nécessaire d'attirer l'atten- 
tion. Soît 

IT s df A 



Nous avons une première série de positions d'équilibre réelles qui nous 
sont données par l'équation x = a. Comme A s'annule avec y, il doit 
passer par le point 3; = ^ = o une seconde branche de la courbe C et 
en se reportant à la valeur de -r-, on voit que cette seconde branche 
n'est autre chose que la droite 



Cette droite ne représente pas une série linéaire de positions d'équilibre 
analogue à celles que nous avons rencontrées jusqu'ici. C'est une série 
de positions d'équilibre indifférent; car si y s'annule, l'équilibre subsiste 
quel que soit x. 

Supposons maintenant que la fonction F ne contenant toujours qu'une 
seule variable x, dépende non plus d'un seul paramètre y, mais de deux 
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paramètres y^ et y,. Nous pourrons regarder x, p^ et y, comme les 
coordonnées d'un point dans l'espace; alors l'équation 



représentera une surface S dont chacun des pointa correspondra à une 
position d'équilibre. 
L'équation 

A =-5-ï-= o 

représentera une seconde surface S'. Supposons que l'on considère une 
nappe N de la surface 5 représentée par une équation 

^ = f (yi. y,) 

où f est une fonction finie, continue et réelle de y, et de ^j. Supposons 
que cette nai>pe soit coupée par la surface S' et de telle sorte que A 
change de signe quand on traverse la surface S' en suivant la nappe N. 
Alors la courbe d'intersection de N et de S' est une courbe double (ou 
multiple d'ordre supérieur, mais pair) de la surface S, par laquelle vient 
passer une autre lîappe N' de cette surface S. 

Il suffit en effet pour être ramené au cas d'un seul paramètre, de 
supposer entre y, et y^ une relation linéaire 

î/i = «î/j + * 

ou en d'autres termes, de couper les surfaces S et S' par un plan quel- 
conque parallèle à l'axe des x. 

On arriverait évidemment à un résultat analogue dans le cas où 
l'on aurait p paramètres y,, y,, . . . , y^. 

Supposons maintenant » = 2 ; de telle façon que nous ayons deux 
variables x^ et x^ définissant la position du système et un seul paramètre 
y. Je regarderai alors. 3;,, a;, et y comme les coordonnées d'un point 
dans l'espace. Les équations d'équilibre: 
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représenteront alors deux surfaces S^ et S^ dont l'intersection sera une 
courbe gauche C. Soient. 

(4) a^i =f,(y), ^'2 =¥M 

deux fonctions finies, continues et réelles de y et supposons que ces 
équations (4) représentent une branclie B de la courbe C. Soit M un 
point de cette branche B; supposons que si l'on suit la branche B dans 
le sens des y croissants, on voie A changer de signe au moment où on 
franchit le point M. Soient F et Q deux points de S ayant pour or- 
données y = ß — Ê, 2/ = /3 + s; (l'ordonnée du point M étant y ■= ß)- 
Au point P, A sera par exemple positif, et négatif au point Q. 

S'il en est ainsi, je dis qu'il passera par le point M une secondé 
branche de la courbe V. 

Kn effet par les divers points de l'arc de courbe PQ faisons passer, 
des plans parallèles au plan des x^x^ et dans chacun de ces plans dé- 
crivons une circonférence de rayon r ayant son centre au point correspon- 
dant de l'arc PQ. Ces diverses circonférences engendreront une certaine 
surface S qui sera doublement connexe et limitée par les deux circon- 
férences K et K' qui ont pour centres les points P et Q. De plus 
d'après ce mode de génération aucun point de la branche B ne peut se 
trouver sur la surface I. 

Pour trouver le nombre des points d'intersection de cette surface S 
avec la courbe O, il faut maintenant chercher ce que M. Kronecker 
appelle (Berliner Monatsberichte, Mars 1869) la caractéristique du 
système des surfaces J, 5 et 5,. Le nombre des points d'intersection 
de ces trois surfaces, (ou si l'on veut de la surface 2' et de la courbe C) 
qui satisfont à certaines conditions, diminué du nombre des points d'inter- 
section qui ne satisfont pas à ces mêmes conditions, est égal d'après le 
mémoire cité de M. Kroneckeb à une certaine intégrale. Cette intégrale 
est prise le long des limites du domaine X, c'est à dire le long des deux 
circonférences K et K', 

L'espace pourra être regardé comme partagé en quatre régions 

a, b, c, d suivant le signe des deux fonctions -7— et -r-. Dans la région 
fl, par exemple les deux fonctions seront positives; dans la région 6, 3— 
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sera positif et -j— négatif, etc. A étant positif au point P, on rencontrera 

en suivant la circonférence K les quatre régions dans l'ordre circulaire 
suivant abcd, pourvu toutefois que r soit suffisamment petit. Nous sup- 
posons qu'on ait parcouru K de façon à laisser à sa gauche la domaine 
2'- L'intégrale de M. Kroneckeb le long de K est alors égale ai, A 
étant négatif au point Q, on rencontrera en suivant K' les quatre régions 
dans l'ordre circulaire adch, si l'on décrit cette circonférence dans le même 
sens que K. Mais si l'on veut laisser le domaine X a sa gauche, il faut 
décrire K' en sens contraire et alors les quatre régions se succèdent dans 
l'ordre abcd. L'intégrale est donc encore égale a i et l'intégrale totale 
est égale à 2. 

Le nombre des points d'intersection de X et de C est donc au moins 
égal à 2; et aucun de ces points ne peut appartenir à B. Il faut donc 
que par le point M passe une seconde branche de la courbe C. 

C. Q. F. D. 

(Dans le cas où le théorème de M. Kronecker s'applique à une mul- 
tiplicité à deux dimensions et à deux fonctions X et Y, et où par consé- 
quent son intégrale doit être prise te long d'une courbe fermée, on voit 
aisément que cette intégrale est égale à la demi-différence du nombre de 

T , F 

fois que ^ saute de — 00 à + 00 et du nombre de fois que ^ saute 

de + 00 à — 00.) 

Le résultat s'étendrait sans peine au cas où nous aurions un plus 
grand nombre de variables. Le théorème de M. Kronecker serait en effet 
encore applicable. 

Résumons les résultats de ce paragraphe. 

Les formes d'équilibre du système considéré sont données par les 
Il équations: 

dF_dF_ _dF _ 
dx, dx^ ' ' ' dxn 

Ces « équations auront un certain nombre de solutions réelles et quand 
y variera d'une façon continue, ces solutions varieront elles-mêmes d'une 
façon continue de manière à former diverses séries^ linéaires de formes 
d'é(j[uiHbre. 
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Il pourra d'ailleurs arriver qu'une iriême forme d'équilibre appar- 
tienne à la fois à deux ou plusieurs séries linéaires. Nous dirons alors 
que c'est une forme de bifurcation. On peut en effet, pour une valeur 
de y infiniment voisine de celle qui correspond à cette forme, trouver 
deux formes d'équilibre qui diffèrent infiniment peu de la forme de 
bifurcation. ' 

Il peut arriver également que deux séries linéaires de formes d'équi- 
libre réelles, viennent, quand on fait varier y, à se confondre, puis à 
disparaître, parce que les racines des équations d'équilibre deviennent 
imagitiüires. La forme d'équilibre correspondante s'appellera alors forme 
limite. 

Une forme d'équilibre ne peut être une forme de bifurcation ou une 
: forme limite qu'à la condition que A soit nul. Il résulte de là que si 
les équations d'équilibre admettent pour un« certaine valeur de y une 
solution pour laquelle A ne soit pas nul, elles en admettront encore 
une et infiniment peu différente de -la première, -pour les valeurs de y 
suffisamment voisines de celle que l'on avait considérée d'abord. En 
effet s'il n'en était pas ainsi, la forme d'équilibre qui correspond à la 
première solution serait une forme liitiîte, ce qui exigerait que A fût nul. 

Si l'on suit une série linéaire, de formes d'équilibre réelles en faisant 
varier y et que l'on voie A s'annuler et changer de signe, la forme 
d'équilibre correspondante ne peut être une forme limite puisque les formes 
d'équilibre très voisines qui appartiennent à la série linéaire sont sup- 
posées réelles. Il résulte de ce qui précède que c'est toujours une forme 
de bifurcation. ' 

Si enfin, en suivant une série linéaire de formes réelles, on voit A 
s'annuler, mais sans changer de signe, on est sûr, pour la raison que je 
viens de dire, que la forme correspondante n'est pas une forme limite. 
Elle peut être une forme de bifurcation, mais il n'en est pas toujours 
ainsi. 

§ 3. Echange dett atabUitéa. 

Considérons la forme quadratique: 
d'F 



^* dxidxit 
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contenant les n indéterminées X-^, Xj, ..., X^. Cette forme aura pour 
discriminant A. 

Pour que l'équilibre soit stable, il fnut et il suffit (puisqu'il s'agit 
d'un équilibre absolu) que la fonction des forces F soit maximum, c'est 
à dire que la forme soit définie négative. 

Imaginons qu'on ait décomposé la forme en une somme de n carrés: 

= 'La,Y; (i^i.»...,..) 

où Yf est une fonction linéaire des X. Supposons que parmi les coef- 
ficients a, que j'appellerai coefficients de stabilité, il y -en ait v positifs 
et w — V négatifs. A sera positif si n — v est pair, et négatif si n — v 
est impair. A sera nul quand un des coefficients a s'annulera. Enfin il 
y aura stabilité si tous les coefficients de stabilité sont négatifs. Il est 
inutile de faire observer que le nombre c est indépendant de la manière 
dont la forme a été décomposée en carrés. 

Supposons que pour a;, = a;, = . . . = a:, = o, y = o, on ait une 
forme d'équilibre de bifurcation, c'est à dire que les n dérivées partielles 

3— s'annulent ainsi que A. Je dis que nous pourrons toujours supposer 

que l'on a aussi: 

d'F 



En effet, cela revient à dire que la forme ne contient pas de termes 
rectangles; or s'il n'en était pas ainsi, on pourrait toujours décomposer 
la forme en carres, comme on l'a dit plus haut, c'est à dire qu'on 
pourrait, par une transformation linéaire, faire disparaître les termes 
rectangles. Les coefficients de stabilité sont alors: 

d^ dV* d^ 

dx\ ^ dxl ' ' dxl 

Pour que A s'annule, il faut et il suffit qu'un ou plusieurs de ces coef- 
ficients s'annulent. Supposons par exemple que jy s'annule^et que les 

autres coefficients ne s'annulent pas. Supposons enfin que la fonction F 
soit holonmrphe et puisse se développer suivant les puissances de x et de y. 
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De l'équation: 



dF 

- = o 



nous tirerons x^ en fonction holomorphe de 3^,, x^, . . . , x, et y. Pour 

que cela Eoit possible, il suffit que ^-,- ne soit pas nul, ce qui a lieu 

en effet. Substituons ensuite partout à la place de a;, la valeur ainsi 
trouvée. De l'équation: 

dF 



nous tirerons ensuite x^ en fonction holomorphe de x,, a;«, ..., x, et y. 
Cela est encore possible parce que -r-j- n'est pas nul. On continuera de 
la sorte jusqu'à ce qu'il ne reste plus que deux variables a;, et y et une 
seule équation d'équilibre: 



Quant à X,, Xif ..., x„, les autres équations d'équilibre, résolues comme 
on vient de le dire, les fournissent sous la forme: 

(i) x^ = jrj(a;,, y), x^ = f^{x^, y), ..., x^ = y,{x„ y) 

les p étant holomorphes. 

Quant à l'équation -^ = o, elle s'écrira, toutes réductions faites: 

(2) o = ax\ + 2bxiy + cy^ -^ 9 

représentant un ensemble de termes de degré supérieur au second en 
^i et y. On voit que si a;, et y sont les coordonnées d'un point dans 
un plan, cette équation représente une courbe à point double, ce qui 
montre de nouveau que la forme d'équilibre considérée est une forme de 
bifurcation. Nous supposerons 

Nous tirerons alors de l'équation (2), x^ en fonction de y de deux ma- 
nières différentes 
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les <l> étant holomorphes. IjCB deux équntions (3) jointes aux équations 
(i) nous donnent les deux séries linéaires de formes d'équilibre. 

Formons A et considérons le d'abord comme fonction de 2;,, a^j, ..,, x^ 
et y. Eu remplaçant x,, . . . , x^ par leurs valeurs tirées des équations (i), 
A ne sera plus fonction que de x^ et de y et on reconnaîtra aisément que: 

A = 2M{ax^ + hy) + A, 

M étant le produit des n — r dérivées j-j , j-^ ,-•■■, t-j et A, étant 

un ensemble de termes de degré supérieur au premier. 

L'équation A = o représentera alors une courbe A passant par 
l'origine dans le plan des .t, y et l'équation (2) représentera une courbe 
C formée de deux branches B et JS*. Les équations de ces deux branches 
de courbe qui ne sont autres que les équations (3) pourront s'écrire: 

{—h — Jh'' — <IC\ . ^ 

Y^ et Y^ étant des termes de degré supérieur au premier. Si dans l'ex- 
pression A on remplace ^, par ^, (y) ou par ^,(y) on trouve: 

A = + 2MyJb^ — acy + A, 

Aj représentant un ensemble de termes de degré supérieur au premier. 
Le signe + se rapporte à la substitution de ^, , c'est à dire à la branche 
B et le signe — à la substitution de ^j, c'est ^^ dire à la branche &. 

Ainsi que l'on suive la branche B ou la branche B', on verra A 
changer de signe en même temps que y. De plus pour toutes les valeurs 
de y, voisines de o, A a des .valeurs de signe contraire selon qu'on suit 
la branche B ou la branche B". Par exemple, pour y positif, A sera 
positif sur la branche B et négatif sur la branche ^; pour y négatif, ce 
sera le contraire, A sera négatif sur la branche B et positif sur la 
branche B'. 

Supposons qu'à l'origine, un des coefficient« de stabilité soit nul (ce 
qui est conforme à l'hypothèse faite plus haut), que v de ces coefficients 
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soient négatifs et « — v — i positifs. Dans le voisinage de l'origine, il y 
aura toujours {par raison de continuité) j« ou v + i coefficients de stabilité 
négatifs. Si f est pair, il y en aura v toutes les fois que A sera positif 
et V + I toutes tes fois que A sera négatif. Ce sera le contraire si 
V est impair. 

Il résulte de là que, si pour y positif, on a i* coefficients négatifs 
sur la branche B et y + i coefficients négatifs sur la branche B"; ce 
sera l'inverse pour y négatif et on aura alors p + i coefficients négatifs 
sur la branche B et v sur la branche B'. Si au contraire, on a, pour 
y positif, V + I coefficients négatifs sur la branche ß et c sur la branche 
B", on aura inversement, pour y négatif, v coöfficients négatifs sur la 
branche JB et y + i sur la branche B. 

Pour qu'il y ait stabilité, il faut et il suffit que tous les coefficients 
de stabilité soient négatifs. Si donc pour y positif, il y a stabilité sur 
la branche B et instabilité sur la branche B', ce sera l'inverse pour y 
négatif. De môme si pour y positif il y a instabilité sur ta branche B 
et stabilité sur B', ce sera encore l'inverse pour y négatif. En d'autres 
termes, il y a échange des stabilités entre les deux branches B et B" au 
moment où elles se croisent. 

Pour établir ce résultat, j'ai supposé, non seulement que F était 
continue ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres, mais encore que 
cette fonction était holomorphe. Cette hypothèse n'est nullement néces- 
saire. Pour le faire voir, je vais reprendre le raisonnement en supposant 
» = I . 

Dans ce cas la courbe C se réduit à une courbe plane et A à 

■j-^ . Soit o le point du plan qui correspond à la forme d'équilibre de 

bifurcation. Du point o comme centre décrivons un cercle K de rayon 
très petit. Ce cercle K rencontrera la, courbe C en un certain nombre 
de points. Il résulte du raisonnement du. paragraphe précédente, que si 
un îirc de courbe joint deux points de C où le signe de Ay ne soit pas 
le même, cet arc devra couper la courbe (J en un nombre impair de 
points; et que si au contraire Ay a mémo signe aux deux extrémités, 
l'arc de courbe considéré devra couper en un nombre pair de points. 
Donc si l'on envisage les différents, points d'intersection de C et de K 
duns l'ordre où on les rencontre en suivant le cercle A', on verra que 
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A.ff y sera alternativement positif et négatif. Le nombre total des ]>ointä 
d'intersection est donC, pair. Si nous supposons en particulier que deux 
branches de courbe seulement viennent passer au point o, nous aurons 
alor3 deux points d'intersection a, et a^ où y sera négatif et deux points 
d'intersection ß^ et ß^ où y sera positif. La brandie oß^ devra alors être 
regardée comme le prolongement de la branche a^o, de môme que oß^ 
comme le prolongement de OjO. Je suppose, pour fixer las idées, qu'en 
a, , A soit positif. Alors d'après la règle qui précède, A sera négatif en 
a,, négatif encore en ß^ et positif en ß^, ce qui confirme le résultat 
précédemment obtenu. Il serait aisé, d'après les considérations que je 
viens d'exposer, de voir ce qui se passerait si plus de deux branches de 
courbe venaient passer en o. 

Nous avons dit plus haut que si en suivant une série réelle de formes 
d'équilibre, on voyait A s'annuler sans changer de signe, on ne pouvait 
affirmer que la forme correspondante fût une forme de bifurcation. Nous 
pouvons remarquer que A peut de deux manières s'annuler sans changer 
do signe. Il peut arriver ou bien que plusieurs coefficients de stabilité 
s'annulent sans changer de signe; ou bien que deux (ou uu nombre pair) 
de ces coefficients changent de signe. Dans le premier cas, nous ne 
pouvons en effet rien affirmer; voyons ce qui ce passe dans le second. 

Nous supposerons pour fixer les idées que 

d'F _ _ . d^l'' _ d'F _ 

d^F^ d'F^ d'F^ 

rfj:" ^ d^i ~- rf.r; • 

Il arrivera alors que des n — 2 équations d'équilibre 

dF _ '//•' _ _ t^*' _ 

cfj!, rfe, * ' dr„ 

on pourra tirer lt^, x,, ,.., x„ en fonctions holomorphes' de x^, x^ et y. 
Si dans les deux autres équations d'équilibre: 

£P _ <ÎF _ 

dx dx 
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on substitue ces valeurs de Xg, x^, ..., x^, ces équations deviennent: 

0^ -{• 0^ = 

0', + 0'j = o, 

où <Pi et 0[ représentent un ensemble de termes du 2'* degré en a;,, x^, 
y et (P, et ^J un ensemble de termes de degré supérieur au second; (si 
l'on suppose comme plus haut que la position d'équilibre envisagée soit 
a;, = X, = . . . = a;, = î/ = o). 

Regardons i, , x^ ci y comme les coordonnées d'un point dans l'espace. 
Les deux équations (4) représenteront deux surfaces ayant chacune à 
rorigine un point conique du 2^ ordre. L'intersection de ces deux sur- 
faces sera la courbe C. On voit que par l'origine passeront 4 branches 
de la courbe C, réelles ou imaginaires. Mais une de ces 4 branches est 
certainement réelle, puisque j'ai supposé au début qu'on a pu suivre dans 
le voisinage de lu position d'équilibre envisagée, une série de formes 
d'équilibre réelles. Il faut donc quil y ait une autre'dcs quatre branches 
qui soit réelle. La forme d'équilibre envisagée est donc de bifurcation. 

D'où la conclusion suivante: 

Pour qu'une forme d'équilibre appartenant à une série linéaire réelle 
soit de bifurcation, il suffît, non seulement que A change de signe, mais 
que l'un quelconque des coefficients de stabilité change de signe. 



% 4. Cas d'un nombre infini de variables. 

Les problèmes traités dans' tes deux paragraphes précédents ne pré- 
sentent aucune espèce de difficulté. Malheureusement lorsqu'on recherche 
la figure d'équilibre d'une masse fluide soumise à diverses forces, ia 
question est beaucoup plus compliquée. En effet la figure d'une pareille 
masse dépend, non pas d'un nombre fini dé variables x^, x^, ..,, x^, 
mais d'un nombre infini de variables. 

Supposons par exemple une aire plane A peu différente d'un cercle; 
l'équation de la courbe qui limite cette aire plane pourra s'écrire, en 
coordonnées polaires {p et jr) 
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/> = r + ßtCO&f + ßiCQf,2<p + . . . + ß^COettp + . . . 

+ J-, sin ^ -\- ^-j ein 2p + . . . + j-^sinnp + . . . 

lea ß et lee J- étant très petits par rapport à r, et la figure de l'aire 
plane dépendra des coefficients r, ß et j' qui sont en nombre infini. 

Supposons que tous les éléments de l'aire A s'attirent en raison in- 
verse des distances et en raison directe de leurs surfaces. Il résultera de 
cette attraction une énergie potentielle W qui sera représentée par l'in- 
tégrale suivante: 

W^ ffdo}d(o'\og-^ 

dût et dto' étant deux éléments quelconques de l'aire ^ et A la distance 
de ces deux éléments. On reconnaît alors que W est une fonction holo- 
morphe de r, des ß et des ;-. Je veux dire que si l'on fait varier seule- 
ment un nombre fini n de ces coefficients, les autres restant constants, W 
sera une for^çtion holomorphe des n coefficients variables. > 

Supposons que les ß et les y étant regardés comme très petits, on 
calcule l'intégrale W en négligeant les cubes des ß et des ;•. On trouvera: 

»^ = ? ('"Sï + ï) + ^S-f-« + '^■) (i - ■ + "67) ■ 

On pourra tirer de là la conclusion suivante: 

Si l'on suppose que l'aire A soit assujettie à être équivalent« à une 
aire donnée yrrl de telle aorte que: 

(■) ,' + £«±il = ,; 

et qu'en mémo temps ß^ et j-^ soient assujettis à être nuls, le cercle dont 
le rayon est r^ sera une forme d'équilibre de l'aire A. 
On déduit de (i) que 

" ^ 2 

et en négligeant toujours les cubes des ß et des j- 
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• Il est d'ailleurs »isé de voir que si l'on regarde W eomine une fonc- 
tion d'un nombre fini des coöfficients ß et ;•, les autres coöfficients restant 
constants, on aura: 



d-IV 


d'W d'}y 




d-W d'W 

d,%d,% dr,dr, °- 



Il résulte de là que la série infinie 

^r'Xifi + rVii 



joue le même rôle que jouait la forme quadratique (if dans le paragraplie 
précédent, avec cette difféi-ence, qu'au lieu d'un nombre fini de variables 
X,, Xj, .... X„, il y entre un nombre infini de variables /9,.et y^. 

IjCS coöfficients de stabilité sont alors les quantités ot'J ( — y- il. On 
voit que tous ces coefficients sont négatifs, de telle façon que l'équilibre 
est stable. 

Cet exemple permet de voir comment la notion des coefficients de 
stabilité peut s'étendre au cas où l'équilibre dépend d'un nombre infini 
de conditions. 

On peut de même étendre à ce cas la notion des formes d'équilibre 
de bifurcation et des formes d'équilibre limite. Supposons en effet que 
les forces auxquelles sont soumis les éléments de l'aire A dépendent d'un 
paramètre y. ■ Pour chaque valeur de y nous aurons un certain nombre 
de formes d'équilibre. Lorsque y variera, ces formes varieront aussi, eh 
général d'une manière continue. On aura ainsi un certain nombre de 
séries linéaires de formes d'équilibre. Pour chacune de ces séries, les 
coefficients ^ et ;- seront des fonctions finies, continiies, uniformes et réelles 
de y. Il pourra arriver alors que quand y tendra vers une certaine 
valeur a, deux formes d'équilibre réelles, appartenant à deux de ces séries 
linéaires, tendront à se confondre. Lorsque y aura dépassé cette valeur 
a, il arrivera, ou bien que les deux formes d'équUibre envisagées dis- 
paraîtront et cesseront d'être réelles, ou bien qu'elles resteront réelles et 
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cesseront de se confondre. Dans le premier cas, on aura une forme 
d'équilibre limite. Dans le second cas, une forme d'équilibre de bifurca- 
tion. Rien n'est donc changé à ces définitions qui restent les mêmes que 
dans les cas précédemment examinés. 

Il reste à étendre les résultats du paragraphe précédent au cas qui 
nous occupe actuelieraent. Il faut montrer que: 

1°. Pour une forme d'équilibre limit«, l'un des coöfficients doit 
s'annuler. 

2°. Si l'on suit une série linéaire de formes d'équilibre et si l'on 
voit un des coefficients de stabilité changer de signe, la forme qui corres- 
pond à ta valeur de y pour laquelle se fait le changement de signe, est 
une forme de bifurcation.. 

3°. La loi de l'échange des stabilités s'étend au cas qui nous occupe. 

Nous démontrerons ces trois propositions en partant de l'hypothèse 
suivante: 

IjC nombre des variables étant infini, celui des coefficients de stabilité 
devra également être infini; mais je supposerai que parmi les coefficients, 
il n'y en a qu'un nombre fini qui soient positifs. 

J'appellerai x,, Xj, . . . , x„, ... les variables qui définissent la fonne 
du système et y un paramètre dont dépendront les forces qui agissent 
sur ce système. Je supposerai que ces variables ont été choisies de telle 
sorte que pour la forme d'équilibre envisagée et que nous appellerons A, 
on ait: 



Si dans la fonction des forces -iï" (3;, y) on fait 3/ = o, nous pouvons en- 
core supposer que les variables x aient été choisies de telle sorte que 
l'on puisse écrire, en négligeant les cubes des quantités x supposées très 
petites : 

F{t, o) = .4 H- a.zî H- OjX^ + . . : + a„xl + a„^,xl^, -\- . . . -\- a^xl -\- . . . 

Nous supposerons, conformément à l'hypothèse faite plus haut, que 
parmi les « coefficients «[, «j, . . . , a„ ii peut y en avoir de positifs ou 
de nuls, mais que tous les coefficients suivants a^^.,, a,+,, ..., Op, ... 
sont négatifs. , 

Avant d'aller plus loin, je dois faire une auti-e remarque. Quiind 
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Doug n'avions qu'un nombre fini de variables, nou8 regardions la fonction 
F comme définie pour toutes les valeurs des x, ou du moins pour toutes 
les valeurs suffisamment petites de ces variables. II n'en peut plus être 
de même ici. La fonction F ne sera définie que quand une certaine 
série à termes positifs: 

(2) ^.|:c.| + ^l3^,l + A,|3!,| + ... + A,|a;,H-... 

sera convergente. Le choix des variables x étant encore arbitraire dans 
une certaine mesure, nous pouvons supposer qu'on tes ait choisies de façon 
que tous les A soient égaux à i. 

Cela pose, nous pouvons passer à la démonstration des trois proposi- 
tions énoncées ci-dessus. 

1°. Je dis d'abord que si aucun des coefficients a n'est nul, la 
forme A ne pourra être une forme limite, c'est à dire que pour des va- 
leurs de y très petites (mais d'ailleurs positives ou négatives), le système 
sera susceptible d'une forme d'équilibre très voisine de cette forme A. 

Pour le démontrer, je vais introduire dans le système des liaisons 
exprimées par les équations suivantes: 

Vit Vit • • • j Pn étant des constantes que nous regarderons comme données. 
Les conditions de l'équilibre du système assujetti à ces liaisons, dépendront 
naturellement du choix des n + i paramètres y, ffi, ifi, ■ . . , y, et elles 
seront exprimées par les équations en nombre infini: 



dF dF 

° - i..„ d..y, ■ 


dF 


Dans le cas particulier où 




y -=yx = yi = •■ 


■ = y.= 


l'équilibre aura lieu pour: 




o = x,+, = 3-,+, = . 


. . — Xp = 



c'est à dire, en même temps que l'équilibre du système supposé libre. 
Mais il y a une différence importante entre les deux cas. L'équilibre du 
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système libre est instable parce que parmi les coefficients a,, a,, ...» a,, 
il y en a de positifs. L'équilibre du système à liaisons sera stable parce 
que tous les coefficients 0^^,, a^+t, ■ . . , Oj,, ... sont négatifs. 

Je dis que pour les valeurs des n -|- i paramètres y suffisamment 
voiànea de o, le eystème à liaisons sera susceptible d'une forme d'équi- 
libre stable très voisine de la forme A. En d'autres termes, si l'on fait: 

(3) y = ß, yv = ßu ■■■,y. = ß, 

on pourra prendre les ß assez petits pour que la. fonction F soit suscep- 
tible d'un maximum (en tenant compte des liaisons) et pour que ce 
maximum ait lieu pour des valeurs des x aussi petites que l'on veut. 

Appelons en effet J) le domaine comprenant tous les systèmes de 
valeurs des variables x^_^.^, x^^.^, . . . , x^, ... qui sont telles que la série 

(4) — a,^.,3:;^., — 0.+,^;+, — . . . — «^3:^ — . . . 

soit convergente et ait une somme plus petite que s. La limite du 
domaine B se composera d'un domaine â comprenant tous les systèmes 
des valeurs des x tels que la série (4) soit convergente et ait une somme 
égale as. 

Quand les y sont nuls, la fonction F est égale à Å quand les x 
sont nuls, et à A — e + C quand les x appartiennent au domaine â {C 
étant un infiniment petit d'ordre supérieur à celui de e). Donnons main- 
tenant aux y les valeurs (3). La fonction F étant continue, noua pourrons 
prendre les ß assez petits pour que F diffère aussi peu que nous voudrons 
de A quand les x sont nuls, et aussi peu que nous voudrons de ^4 — £ + C 
quand les x appartiennent au domaine â. On pourra donc prendre les 
ß assez petits pour que F soit plus grand quand les x sont nuls qu'en 
aucun point du domaine â. 

Il en résulte que la fonction F prendra en certains points du domaine 
D des valeurs plus grandes qu'en aucun des points de la limite de ce 
domaine. Il faut donc conclure qu'en un certain point du domaine D^ 
la fonction F atteint un maximum. Il est nécessaire toutefois, -pour que ■ 
cette conclusion s'impose, que l'on admette que la fonction F ne va pas 
en augmentant indéfiniment à mesure que la série (2) devient de moins 
en moins convergente. Il y aurait bien des objections à faire, mais on 

Aela WMlktmaliea. T. iBpiin« 1* ïl ScptainbT« ISW. SC 
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ne saurait exiger en mécanique la même rigueur qu'en analyse pure pour 
ce qui concerne l'infini. 

Le principe auquel nous sommes ainsi conduits peut s'énoncer ainsi: 

Si un système mécanique quelconque, et en particulier une masse 
fluide, sont en équilibre stable sous l'action de certaines forces, et si on 
vient y appliquer en outre des forces perturbatrices infiniment petites, ce 
système prendra sous l'action de ces forces; une figure d'équilibre stable 
infiniment peu différent« de sa figure primitive. 

Je ne crois pas qu'on puisse le mettre sérieusement en doute, malgré 
les objections dont je viens de parler et qui sont de nature à intéresser 
plutôt l'analyste que le mécanicien. 

Cela posé, la forme d'équilibre stable du système à liaisons doit être 
regardée comme définie; elle le sera par exemple par les équations 

(5) 3:.+. =î^«+.(/5. /î„ A. ••■- /*"); ^■n,. = 9'<*.{ß, ß.^ ß., ■■-, ßn); ... 

Les fonctions f seront des fonctions continues des ß et elles s'annuleront 
avec ß quelles que soient les valeurs de /?,, /9,, ..., ß„. 

Si nous substituons dans F ces valeurs des 3^,+i, x„^^, ..., x^, ..., 
cette fonction ne dépendra plus que de ß, ßi, ß.^. . . . , ß„. 

Il faut maintenant chercher quelles valeurs on doit donner à 
/^i. ßit ..-t ßn pour que l'équilibre subsiste (sans toutefois rester stable) 
quand on supprime les liaisons. Il faut pour cela que l'on ait: 

df _ dF _ _ ^ _ 
dß, ~' dß, ~ dß, ~ °' 

En d'autres terme», il faut considérer que, les x étant définis par les 
équations- (5), la figure du système ne dépend plus que des n variables 
ßi, ßj, ..., ß^, et il faut chercher les conditions d'équilibre du système 
ainsi défini. 

Je veux faire voir que pour les valeurs de ß voisines de o, ce 
système admet une forme d'équilibre. Pour cela il me suffit, puisque 
ce système ne dépend plus que d'un nombre fini de variables, de chercher 
les coefficients de stabilité pour ß = o. 

Or pour ß ^ o, puisque les fonctions p s'annulent, on a: 
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Z étant un eneemble de termes d'ordre supérieur au second par rapport 
aux /9. Les coefficients de stabilité sont donc: 

«1, «2, . . . , a^ 

et, comme aucun d'eux n'est nul, la forme d'équilibre considérée ne peut 
être une forme limite, et l'équilibre sera encore possible pour les valeurs 
de ß voisines de o. 

Ainsi, même lorsque la forme du système dépend d'un nombre in- 
fini de variables, une figure d'équilibre ne peut être une figure limite à 
moins que l'un des coefficients de stabilité ne s'annule. 

2° et 3°. Il resterait à établir les deux autres propositions énoncées 
plus haut On les démontrerait par une méthode absolument identique. 
On introduirait dans le système les liaisons 

(6) ail = ^„ 3-, = /9s, . . . , 3:„ = /9, 

de façon que la forme d'équilibre A devienne stable. On trouverait alors 
que pour: 

le système à liaisons est susceptible d'une position d'équilibre stable dé- 
finie par les équations 

(5) ^.+. =i'.+i(yS, /9„ ...,^,); ... 

Si l'on suppose maintenant les x assujettis à ces équations (5), mais 
que l'on supprime les liaisons (6), la fonction F ne dépend plus que des 
ß, la figure du système ne dépend plus que de n variables. On-est donc 
ramené au cas d'un nombre fini de variables, auquel les propositions 
énoncées s'appliquent d'elles-mêmes. 

En résumé, il résulte des considérations exposées dans ce paragraphe 
que les résultats des paragraphes 2 et 3 s'étendent au cas d'un système 
dont la figure dépend d'une infinité de variables, et en particulier au cas 
d'une masse fluide soumise à différentes forces. 
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§ 5. Première applicMton, 

MM. Tait et Thomson ont annoncé sans démonstration que, parmi 
les figures d'équilibre dont est susceptible une masse fluide animée d'un 
mouvement de rotation, il y a une figure annulaire de révolution. 

On peut démontrer ce résult-at en appliquant les principes exposés 
dans les trois paragraphes précédents. 

Je considère une masse fluide homogène égale a M et animée d'une 
vitesse de rotation oj autour d'un axe quelconque que je prendrai pour 
axe des z. Je suppose que toutes les molécules de cette masse s'attirent 
conformément à la loi de Newton. Je choisirai les unités de telle façon 
que la densité du fluide soit égale à i , et que l'attraction de deux unités 
de masse à l'unité de distance soit égale à l'unité de force. 

Je puis assujettir la masse fluide à affecter la forme d'une figure de 
révolution. Si l'équilibre a lieu en tenant compte de cette liaison, il 
arrivera, en vertu de la nature même du problème, que l'équilibre sub- 
sistera encore quand elle sera supprimée. Cette liaison ne change pas 
les conditions d'équilibre, elle n'influe que sur les conditions de stabilité 
dont nous ne nous occuperons pas pour le moment. 

Soit It la distance à l'axe du centre de gravité de la section méri- 
dienne et Trrl l'aire de cette section. On aura: 

(i) M=27:*rlR. 

Le plan des xy sera le plan perpendiculaire à l'axe et passant par 
ce centre de gravite. J'assujettirai encore, pour simplifier u_n peu les 
calculs qui vont suivre, la figure de la masse fluide à rester symétrique 
par rapport au plan des xi/. Il est clair que si l'équilibre a lieu avec 
cette liaison, il subsistera encore sans cette liaison. 

Pour définir la section méridienne, je me servirai des coordonnées 
polaires /> et jr, en prenant le pôle au centre de gravité et l'axe polaire ■ 
dans le plan dt'S xy. Soit: 

p = r -{- ßicosy -{- ßjC0S2^ -\- ... + ß^zQstif + . . . 

l'équation de la section méridienne. 
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Ecrivons que l'aire de cette section est égale à rr^, il viendra: 

w < = '' + s:. 

Ecrivons que le centre de gravité de cette section est au pôle, il viendra 

(3) r% + r(/9./9, + ^,^. + . . . + ß,ß,^, + ...) + S = o- 

S étant une série convergente dont les termes sont homogènes et du 
troisième degré par rapport aux ß. 

J'ai à rechercher s'il existe une figure d'équilibre peu différente d'un 
tore. Je dois donc supposer que les ß sont très petits par rapport à r. 

Je supposerai de plus que les rapport« -^ et par conséquent -^ sont 

très petits, ainsi que a). 

Cela posé soit I le moment d'inertie de la masse fluide par rapport 
à l'axe. Soit: 



w^J 



dm dm' 



l'énergie potentielle due à l'attraction newtonienne (où dm et dm' sont 
deux éléments quelconques de la masse et A la distante de ces deux 
éléments). Soit: 



l'énergie potentielle due à la force centrifuge. L'équilibre aura lieu quand 
la variation première de l'expression 

U= W-\-~I 

sera nulle. 

Nous allons encore introduire une liaison nouvelle. Nous supposerons 
que r, et par conséquent Jî sont assujettis à conserver des valeurs données. 
Cette liaison, à la différence des précédentes, change les conditions d'équi- 
libre. Posons: ' 

(4) ß, = r.r., V = ^r{R(log?5 + Y + H). 
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Il viendra, eu tenant compte de (2) 
(5) U=A[,',B(\og^-^+'-) + -ERß:r'.(^-,j\+B+C 

+ ^{^rlie + ^Rri) + w'I). 

Dans cette équation, A désigne une constante numérique qu'il est 
inutile de déterminer davantage; B est un ensemble de termes contenant 
1% en facteur; C est un ensemble de termes de degré supérieur au second 
par rapport aux ß; enfin D est un ensemble de ternies s'annulant avec 
les ß: 

Nous donnerons à ^ la même valeur dans les équations {4) et (5). 
Il viendra alors: 

4^^^U /^ ArXR ^ Ar*Jt ^ 2A\rl ^2}^ Ar*R 

On trouve aisément: 

I = TzJ R^p'^df -^ 27ZjR^(J^COüydf + -T j Bp* c*is} fdf + — T/ï'cos'jfrfj.'. 

Mais les équations (2) et {3) peuvent s'écrire: 

jp^dip = 2-m\, //»'cosfrff = o 

de sorte qu'il reste simplement: 

D = ^7rRf{p* — r;)co8'frff + -/(/>* — rjjcos'jrrfjf . 
Kous prendrons 



de sorte que V sera désormais déterminé. 

Comme r„ et R sont provisoirement regardés comme des constantes, 
le maximum de Ü aura Heu en même temps que celui de F, de sort« 
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que l'équilibre de notre système à liaisons aura lieu dans les mêmes 
conditions que si V était la fonction des forces. 

Supposons que dans F, on fasse r„ = o, il viendra 

Si nous faiflons encore O) ^ o, \\ viendra: 

C 

Trift' 



y-k + ^^^-')+: 



Si l'on tient compt« de l'équation (3), il vient: 

r, = -B 

E étant un ensemble de termes du second degré au moins par rapport 
a ;-,,;•,,... . On peut donc écrire: 



'=ï+l;'^( 



F étant un ensemble de termes du troisième degré au moins par rapport 

ï* n - n 

Cette équation prouve- que si l'on fait w = r„ = o, la fonction V 
est susceptible d'un maximum qui est atteint quand tous les f s'annulent. 
Les coefficients de stabilité sont: 

1 I I 

2 — '-j— '»■■■-- — I.--' 

Comme aucun de ces coefficients n'est nul, )a forme d'équilibre corres* 
pondante ne pourra être une forme limite, c'est à dire que pour les va- 
leurs très petites de r^ et de <o, le système à liaisons considéré sera 
susceptible d'une forme d'équilibre, pour laquelle les ;■ auront des valeurs 
très petites. 

On aura alors pour cette forme d'équilibre: 

(6) U ^ f-K. û») 

tp. étant une fonction continue de r. et de m s'annulant avec ces variables. 
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Il reste à chercher quelle valeur il faut donner à r^ pour que l'équi- 
libre subsiste encore quand on supprime la liaison que nous avions pro- 
visoirement introduite, et quand on n'assujettit plus r^ et ^ à avoir des 
valeurs données. 

Supposons qu'on remplace dans V les ;- par leurs valeurs (6) et R 
par sa valeur tirée de l'équation (i). Alors JJ ne sera plus fonction que 
de fg et de to, et on aura la condition pour que l'équilibre subsiste après 
la suppression de la liaison, en écrivant: 

, , dV 

(7) j^ = o. 

Je dis que pour les valeurs très petites de to, il y aura toujours 
une valeur très petite de r^ pour laquelle cette condition (;) sera remplie. 
Nous pourrons écrire: 

(8) . U = Ar'.]og^ + ?^ + O. 

Les lettres A, a et B désignent des constantes ne dépendant que de M 
et C un ensemble de termes très petits par rapport aux deux premiers 
quand r^ et û> sont très petits. Inutile d'ajouter que les lettres A, Bet 
C n'ont plus la même signification que danji la première partie de cette 
démonstration. 

Soit s une quantité très petite que nous regarderons comme constante 
et qui sera telle que: 

3 As log -r — xAs ,-- = o. 

" s' " s" 

Nous allons feire varier r^ depuis 2s jusqu'à o. Pour r^ = 2s. les deux 
premiers termes de l'expression (8) se réduisent à: 

4^8' log ^ + - As' log -, — ^ As' - -^ As' log -. + 5, . 

^ °8«' ' 32 *=«' 64 32 "«' ' 1 

Pour r„ = s, ces deux mêmes termes se réduisent à 



y Google 



Sur l'équilibro d'une masse fluide aoiméfl duo mouvemeot de roUtioD. 2< 

Enfin pour r^ = o, on a i/=+co. Dans ces égalités, S, et • 
désignent des termes très petits par rapport à s'iog-ï. 
On a donc: 

pour r,,= 2s Ï7— — sMog-^ = ^« log 71 + -^i 
pour *"„ = s U r-*'log-ï = — — s'iog-j + ï^ 



pour r^ = o 



100 . 
— s- 
32 



2", et 1\ sont des ensembles de termes très petits par rapport à a'log-j, 
et qui n'influent pas sur le signe de l'expression 

,, 100 ,, « 

32 ■ o «* 

Cette expression est donc positive pour r^ = 2s, négative pour r^, = s et 
positive pour r, = o. Elle s'annule donc deux fois quand r^ varie de 

2S à O; sa dérivée -;— doit donc s'annuler une fois dans le même intervalle. 

C. Q. F. D. 

Ainsi pour une valeur donnée très petite de w, on peut trouver un 
système de valeurs de r^ et des ;* qui satisfusse aux conditions d'équilibre, 
et cela après suppression de la liaison que j'avais d'abord provisoirement 
introduite. 

Il en résulte qu'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation 
est susceptible d'une forme annulaire d'équilibre, qui d'ailleurs est probable- 
ment instable. 

J'ai donné une esquisse de la présente démonstration dans le Tome II 
du Bulletin Astronomique. J'ai donné' également dans ce même volume 
une façon de calculer approximativement les éléments de cette figure 
annulaire. L'analyse que j'ai -employée pour déterminer ces éléments 
présente le plus grandes analogies avec celle dont M"* Kowalevski a fait 
usage dans ses recherches sur l'anneau de Saturne. 

Attm rtailumail€<i. 1. InprliBt U 1« SipMmbn IMI. 37 
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^ 6. ^^icetnples d'équiWtreit de bifurcation. 

Dans les N"' 27 et 28 du Livre III de la Mécanique Céleste, Laplace 
traite le problème suivant: Une sphère solide, de densité p et de rayon 
c est recouverte d'une couche fluide homogène de densité i. Quelle est 
la figure d'équilibre de cette couche fluide? Quelle sera à l'état d'équilibre 
la forme de la surface libre de cette couche? 

Une dos forines d'équilibre est évidemment une sphère concentrique 
à la sphère solide, auquel cas l'épaisseur de la couche fluide est uniforme. 

Ou peut se demander s'il y en a d'autres. Pour cela appelons 

r = a(i + ay) 

la distance au centre d'un point quelconque de la surface libre. On 
développera y en série de fonctions sphériques: 

y = i; + r, + . . . + y, + . . . 

et l'équation d'équilibre, comme l'indique Laplacr page 87 (édition de 
1878), s'écrira: 

(,) o = [(.-^)^. + 2]n + (i-rt^y, +[{.-rt^-^]r, + ... 

pourvu toutefois que l'on néglige le carré de a. 

Quant s l'énergie potentielle, elle a pour expression; 



■«'/'[{/',-oi'; + (^,-f)n+ ■■■]" 



en négligeant le cube de a. A est une constante et l'intégrale est étendue 
à tous les éléments dw de la. surface sphériqne (Cf. Késal, Mfcanigue 

Céleste, i*" édition, p. 238). 
J'ai posé pour abréger 

I —Pi = (1 — z»)^.- 
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Cette expression de W montre qu'on a une forme d'équilibre quand tous 
les Y s'annulent, c'est à dire quand l'épaisseur de la couche fluide est 
uniforme. Les coefficients de stabilité sont: 

3 3 

L'un d'eux s'annulera si l'on a: 



^-1 2v + I 

V étant un entier positif. A chaque valeur de />, correspond une forme 
d'équilibre parfaitement définie qui est la sphère. Ces sphères forment 
une série linéaire de figures d'équilibre réelles. Si donc l'un des coeffi- 
cients de stabilité s'annule, c'est que la sphère correspondante est une 
forme d'équilibre de bifurcation. 

Etudions d'un peu plus près ce qui se passe. Dans le N° 27, 
Laplace suppose que la couche fluide considérée est assujettie à conserver 
une figure de révolution autour de l'axe des z. Dans cette hypothèse, 
la fonction sphérique î", se réduit au v° polynôme de Lfxïenure, de sorte 



On est ainsi ramené au cas le plus simple, celui où un seul coefficient 
de stabilité s'annule et où la forme de bifurcation appartient à deux séries 
linéaires de formes d'équilibre réelles. 

Laplace semble dire qu'il ne peut y avoir en général qu'une seule 
forme d'équilibre lorsque l'on n'a pas: 

* 

et que lorsque cette relation a lieu, il y a deux formes d'équilibre, puis- 
que ay est susceptible de deux valeurs, dont l'une est donnée par la 
supposition de // ^ o, et dont l'autre est donnée par la supposition de y 
égal au V* polynôme de Legendke. 

Ce passage a dû paraître obscur à plus d'un lecteur. En effet 
Laplace ayant négligé les puissances supérieures de a, ce coefficient n'in- 
tervient plus dans l'équation d'équilibre (i); il semble donc qu'on puisse 
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le choisir arbitrairement, et alors on n'aurait plus deux figures d'équilibre, 
mais une infinité, qui seraient .comprises dans l'équation générale: 

' y = XY. 

X étant une constante arbitraire et Y^ le v* polynôme de Legbndbe. 

2p + I ' 

la sphère serait la seule figure d'équilibre possible, et que pour les valeurs 

de ^, de la forme — -— , il y aurait une infinité de figures d'équilibre 

indifférent. Mais les termes de degré supérieur en a empêchent qu'il en 
soit ainsi. 

Pour les valeurs de /?, très voisines de — - — , il y a deux figures 

d'équilibre: l'une est une sphère, et l'autre est très peu différente d'une 
sphère. Toutes deux se confondent pour: 

^' ~~ 2V + 1 

Il y a cependant- une exception; pour j» = i , on trouve p^ = i. \jbl 
densité de la sphère solide étant aloi*s la même que celle de la couche 
fluide, le sphéroïde est homogène, et l'équilibre subsistera quand la sur- 
face libre, au lieu d'être une sphère concentrique s la sphère splide, sera 
une sphère dont le centre sera quelconque (pourvu toutefois que les detfe 
sphères ne se coupent pas). 

L'équilibre est donc indifférent. Pour />j = i , la figure formée par 
les deux sphères concentriques est donc encore une figure de bifurcation, 
mais on se trouve dans un de ces cas exceptionnels que j'ai signalés au 
paragraphe 2 . Cette figure appartient bien encore à deux séries linéaires 
de formes d'équilibre. Mais il n'arrive plus, comme cela a lieu d'ordi- 
naire, que pour chaque valeur de />, voisine de 1 , on trouve dans chacune 
des deux séries une figure d'équilibre et une seule. Une seule des deux 
séries * présente ce caractère; l'autre est une série de formes d'équilibre ' 
indifférent qui correspondent toutes au cas de jo, = i . 

Dans le N" 28, Laplacb passe au cas où la figure d'équilibre n'est 
plus assujettie à être de révolution. Dans ce cas il y a 2v -f- i fonc- 
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tions spliériques Y, linéairement indépendantes. Donc quand /u, devient 
égal à ' , il y a 211 + I coefficients de stabilité qui s'annulent à la 

fois. Donc pour les valeurs de /», très voiànes de , il y a non 

pas deux figures d'équilibre peu différentes d'une sphère, mais un plus 
grand nombre. Il y en a même une infinité, si l'on tient compte de ce 
fait que si on a une .figure d'équilibre non sphérique, l'équilibre subsiste 
quand on oriente cette figure d'une manière quelconque. 

Je pense que ces remarques suffiront pour éclaircir ce qu'il pouvait 
y avoir d'obscur dans le texte de Laplace. 



% 7. Stabilité de VéquUibre relatif. 

Il est très facile de trouver les conditions de stabilité de l'équilibre 
absolu d'un système matériel rapporté à des axes fixes; pour qu'un tel 
équilibre soit stable, il faut et il suffit que la fonction des forces soit 
maximum. Mais le problème de la stabilité de Téquilibre relatif d'un 
système matériel rapporté à des axes mobiles est infiniment plus com- 
pliqué. Cette théorie n'a jamais, à ma connaissance, été convenablement 
traitée que dans le Treatise on Natural Phäosop]^ de MM. Tait et TuoM- 
SON. Elle repose sur la distinction de la stabilité séculaire et de la 
stabilité ordinaire; j'en vais rappeler les principaux résultats, en, donnant 
sur un point dés compléments qui me seront utiles dans la suite. 

Supposons que la position du système envisagé par rapport aux axes 
mobiles soit définie par n variables x,, x^, ..., x,, choisies de telle sorte 
que l'équilibre ait lieu pour: ' ' 



Si l'on dérange très peu le système de sa position d'équilibre, les valeurs 
de Xj, x^y ..., X, seront très petites et, si l'on néglige les carrés de ces 
quantités, les équations différentielles qui en définiront les variations 
• seront linéaires. 

On trouvera donc: 
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Dans cette formule les A„ sont des constantes tVîntégration, les [i, ni] et 
les ^. sont des, constantea qu'il est aisé de déduire des équations diftëren- 
tielles du problème. 

Si tous les X„ sont purement imaginaires, il y a stabilité. Si tous 
les A„ ont leur partie réelle nulle ou négative, il y a encore stabilité 
(et ce cas peut se -présenter ai l'on tient compte des résistances passives, 
telles que la viscosité des liquides). Si enfin un des A„ a sa partie réelle 
positive, il y a instabilité. 

Les A„ sont donnés par une équation algébrique de degré 2W, de 
sorte que pour trouver les conditions de stabilité, il suffit de discuter 
' cette équation en A. 

Nous supposerons que toutes les forces réelles auxquelles le système 
est soumis sont les actions mutuelles de ses parties, de telle sorte que le 
moment de la quantité de mouvement du système soit constant. Parmi 
ces forces réelles, nous distinguerons les forces indépendantes de la vitesse 
qui devront admettre une fonction des forces, et les forces dépendantes 
de la vitesse, c'est à dire les résistances passives dues à la viscosité. Le 
travail de ces dernières forces doit toujours être négatif 

Outre les forces réelles, le système sera soumis à deux sortes de 
forces apparentes: la force centrifuge ordinaire, indépendante de la vitesse, ■ 
et la force centrifuge composée,' dépendante de la vitesse; le travail de 
cette dernière est toujours nul. 

Soil> T la demi-force vive et U Tènergie potentielle due à toutes les 
forces indépendantes de la vitesse, y compris la force centrifuge ordinaire. 
Si nous négligeons, comme il convient de le faire, les puissances supérieures 
des X et si nous supposons que U soit nul dans la position d'équilibre, 
T sera une forme quadratique par rapport aux: 



et U une forme quadratique par rapport aux ; 
Nous poserons selon l'usage: 
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de sorte que les équations différentielles s'écriront: 

dt ~ dxt'^ " dt ~ dpt' 

Dans ces équations les Fj représentent l'ensemble des termes provenant 
des forces dépendantes de la vitesse. Si l'on néglige les puissances 
supérieures des x, les V seront linéaires par rapport aux p. Les équa* 
tioQs différentielles seront donc linéaires. 

Dans le cas de l'équilibre absolu, c'est à dire si le mouvement de 
rotation est nul, il faut et il suffit pour la stabilité, que la fonction dt;s 
forces soit un maximum, c'est à dire que la forme quadratique U soit 
définie positive. 

Cette condition est encore suffisante, mais elle n'est plus nécessaire, 
s'il y a un mouvement de rotation. Ainsi, pour parler le langage des 
paragraphes |irécédent8, si tous les coefficients de stabilité sont négatifs, 
il y aura certainement stabilité, même dans le cas d'un mouvement de 
rotation. 

Dans un très grand nombre de problèmes, on peut négliger la vis- 
cosité; si dans cette hypothèse l'équilibre relatif est stable, il y aura 
stabilité ordinaire; si l'équilibre reste stable quand on tient compte de la 
viscosité, il y aura stabilité séculaire. 

Il peut y avoir stabilité ordinaire sans qu'il y ait stabilité séculaire; 
il arrive alors, si la viscosité est très faible, ce qui est souvent le cas, 
que la figure du système se maintiendra pendant fort longtemps, mais 
finira toujours par être bouleversée. 

Pour qu'il y ait stabilité séculaire, il faut et il suffit que la forme 
V soit définie positive, c'est à dire que tous les coefficients de stabilité 
soient négatifs. 

Les conditions de la stabilité ordinaire sont beaucoup plus compli- 
quées. Bornons-nous à dire que cette stabilité ne pourra jamais avoir 
lieu si le nombre des coefficients de stabilité qui sont positifs est impair. 

Tels sont les résultats très précis que l'on trouve démontrés dans 
l'ouvrage de iM.M. Tait et Thomson. Il y a toutefois une importante 
restriction à faire et sur laquelle je désirerais attirer l'attention. L'argu- 
mentation de MM. Tait et Thomson repose tout entière sur cette hypo- 
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thèse que le travail de la viscosité est toujours négatif (et non pas nul) 
pour tous les mouvements possibles. Il n'en est pas toujours ainsi. 

Supposons par exemple une masse fluide isolée dans l'espace. Si 
cette masse se déplace sans se déformer, ce mouvement ne sera contrarié 
p^r aucune résistance passive analogue à la viscosité. Le travail de la 
viscosité sera alors nul et non pas négatif. Nous devons donc, si nous 
voulons appliquer le théorème de MM- Tait et Thomson, supposer qu'on 
a introduit dans le système des liaisons telles que la masse fluide ne 
puisse se déplacer sans se déformer. Si Ton fait cette hypothèse, la 
proposition est applicable, et l'on peut dire que les conditions de stabilité 
sont les mêmes si l'on tient compte à la fois de la viscosité et de la 
force centrifuge composée, ou bien si l'on néglige à la fois ces deux forces. 

Avant de terminer ce qui concerne cette stabilité de l'équilibre relatif, 
je dois examiner un cas particulier. Supposons qu'à l'état de l'équilibre 
relatif, le système envisagé affecte une figure de révolution autour de 
l'axe des z. Pour simplifier l'exposition, nous supposerons qu'à l'état 
d'équilibre, toute la matière du système soit uniformément répartie sur 
w circonférences parallèles dont les rayons seront r,, r,, ..., r,. Soit m 
une molécule appartenant au parallèle de rayon r,. Supposons que l'on 
déplace cette molécule de telle façon que sa distance au plan des xif 
augmente de z^, sa distance à l'axe des z augmente de m, et qu'enfin le 

dièdre du plan moz avec le plan xoz augmente de -. Si les quantités 

Uf, z, et Vt sont les mêmes pour toutes les molécules d'une même paral- 
lèle, le système affectera encore après cette déformation, une figure de 

révolution. Si l'on suppose de même que ~ = u',, ~ = vl, -^ — z' sont 
^ ' 'lit dt ' dt 

les mêmes pour toutes les molécules d'un même parallèle, la demi-force 

Tive totale du système a pour valfeur: 

Ål, At, ..., A^ étant n constantes que nous regarderons comme données. 
Enfin l'énergie potentielle U ne dépendra que des « et des z, tant que 
les quantités u,, v, et z, conserveront la même valeur tout le long d'un 
parallèle. Les équations du mouvement scront alors, en supprimant 
toute viscosité: 
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■■ 2^,û) 



<û désignant la vitesse angulaire de rotation due au mouvement d'en- 
traînement. Ces équations sont linéaires en «,, v^ et z,. On y satisfera 
en posant: 

«, = ß,cos^, a, = Äjcos^, V, = 2o,-jsin^ 

et une condition nécessaire pour qu'il y ait stabilité, cVst que ies valeurs 
de l qui permettent de satisfaire de la sorte à nos équations différentielles 
soient toutes réelles. On voit par ces équations que si les conditions 
initiales du mouvement sont telles que u,, v„ z„ u\, v^, z\ soient les 
mêmes tout le long d'un parallèle, il en sera encore de même au bout 
d'un temps quelconque et îe système restera de révolution. 

On pourra trouver pour X un certain nombre de valeurs distinctes 
que j'appellerai + Jl„ ± A,, ... et l'intégrale générale des équations pro- 
posées en supposant que le système reste de révolution sera: 

u, = SpS,a,pC03(^p/ + £,) 

i\ = 20)S_fîp-.-8in(Ap/ + O 
Âp 

les Bj, et les e, étant 2p constantes d'intégration. 
Mais on doit avoir: 

C étant une constante. Il est facile de voir que si U n'est pas une 
forme définie positive, on peut choisir les conditions initiales du mouve- 
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ment de telle sorte que la constante C ait le signe que l'on veut. On 
trouve: 

r -= B, + Se, COS 2 (i,i + £,) + Se,, cos [[>., + K)t + ', + ',\ 
+ XD'„ CM(l,t — \t + e, — €,) 
t;=£,+ SE, cos 2 (;,« + £,) + r(E„ OU B;,)cos|(;, + A,)( + e, ±£,]. 

On a donc: 

D, + E, = C, l), + E, = o, D„ + E„ = o, ly„ + E'„ = o. 

On trouve d'ailleurs en faisant attention à la nature des formes T 
et U et h la forme des équations {2): 

A = "^pBl^p 
2E, = T.^B'^Mklal + Ålh% + Wal) 
2-E;, = — TtA,{Åla% + Ålb% — 4û>*0. 
On tire de là: 
(3) ' Do + K — ^Bl{p, + E;) = TBlA.Xlial + />?,) 

et d'autre part: 

D, + E,— ^Bl(D^ + E,) = C. 

Les coefficients A, sont essentiellement positifs. Si donc les k,, sont 
tous réels, le second membre de (3} est essentiellement positif. Mais 
nous avons vu que C peut devenir négatif à moins que la forme U ne 
soit définie positive. Si donc cette forme n'est pas définie positive (au 
moins tant que le système est assujetti à rester de révolution) il ne peut 
y avoir stabilité. 

Cette démonstration se " trouve, sauf la forme et les notations, dans 
la Mécanique Céleste de Laplace, Livre IV, Chapitre II, n° 14. 

On doit donc conclure que si un système affecte, à l'état d'équilibre 
relatif, une figure de révolution, cet équilibre ne jouira pas même de la 
stabilité ordinaire, si l'équilibre du système n'est pas stable qunnd ou 



y Google 



Sar l'équilibro duae misse fluide »oimäo d'uD mouTemeot de rotation. 299 

«uppriiriê la force centrifuge composée ut qu'où introduit des Üaigons 
assujettissant le système à rester de révolution autour de Vaxe des e. Il 
faut toutefois observer à quelle condition ce théorème de Laplace est 
applicable. II pourrait se faire que l'un des A fût nul et alors le raison- 
nement précédent tomberait de lui-même. Il pourrait y avoir encore - 
stabilité en ce sens que la figure extérieure du système demeurerait tou- 
jours très peu différente de la figure primitive; mais les divers parallèles 
tendraient à tourner avec des vitesses différentes. 

U reste à examiner si les théorèmes établis dans les paragraphes 
précédents subsistent encore dans le cas de l'équilibre relatif. Le pre- 
mier d'entre eux, d'après lequel, si un des coefficients de stabilité change 
de signe quand on suit une série linéaire de figures d'équilibre, la forme 
correspondante est de bifurcation, subsiste évidemment, car le mouvement 
de rotation et la force centrifuge composée ne changent pas les conditions 
d'équilibre et n'ont d'influence que sur les conditions de stabilité. 

Quant au second théorème, c'est à dire au principe de l'échange des 
stabilités, il subsiste encore en ce qui concerne la stabilité séculaire dont 
les conditions ne sont pas non plus changées par la force centrifuge 
composée. 

Il subsiste même en ce qui concerne la stabilité ordinaire, mais 
seulement à la condition qu'un seul des coefficients de stabilité s'annule 
à la foîp. Nous avons vu en effet qu'il ne peut y avoir même stabilité 
ordinaire quand un seul coéfficictit de stabilité (ou plus généralement un 
nombre impair de ces coefficients) est positif et les autres négatifs. 



% 8. FoncHonit de Lamé. 

Après ces longs prolégomènes, j'arrive à l'objet principal de ce travail. 

Nous nous occupons de déterminer la forme d'équilibre d'une masse 
fluide homogène dont toutes les molécules s'attirent d'après la loi de 
Newton et qui est animée d'un mouvement de rotation uniforme autour 
de l'axe des z. Si nous ne nous occupons que des conditions d'équilibre 
en laissant de côté la question de stabilité, nous n'avons pas à tenir 
compte de la force centrifuge composée, et nous pouvons traiter le 
problème comme s'il s'agi»:siiit de l'équilibre absolu d'une masse fluide 
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soumise seulement à l'attraction iiewtonienne et à la force centrifuge or- 
dinaire. 

Nous connaissons déjà plusieurs séries linéaires réelles de figures 
d'équilibre, ce sont les ellipsoïdes de révolution et les ellipsoïdes de Ja- 
' COBI. La figure de ces ellipsoïdes dépend de la vitesse angulaire de ro- 
tation (o qui jouera ici le même rôle que jouait le paramétre y dans les 
paragraphes 2, 3 et 4. 

Nous pouvons, sans restreindre la généralité, imposer à notre masse 
fluide certaines liaisons. L'axe de révolution que nous avons pris pour 
axe des z, peut être regardé comme fixe. Nous regarderons également 
comme fixe le centre de gravité de la masse. Cela ne suffit pas encore 
pour notre objet; ai l'on se bornait là en effet, on pourrait faire tourner 
Tellipsolde de Jacoui d'un angle quelconque autour de l'axe des z sans 
que l'équilibre cesse. On aurait donc pour chaque valeur de at une in- 
finité d'ellipsoïdes à trois axes inégaux qui satisferaient â la question. 
Afin d'éviter cette circonstance, qui sans pouvoir causer de véritables 
difficultés, nous générait dans l'exposition, nous assujettirons notre système 
à une liaison de plus, en supposant que le plan des xz soit un des trois 
plans principaux d'inertie. Il résultera de cette hypothèse que si un 
ellipsoïde à trois axes inégaux satisfait à la question, ses /trois axes 
d'inertie seront les trois axes de coordonnées, et de plus le même el- 
lipsoïde satisfera encore à la question quand on l'aura fait tourner de 
90° autour de l'axe des z. 

Dans ces conditions, voici les résultats bien connus de la discussion 
des équations d'équilibre. 

Quand w' croit depuis o jusqu'à 4;r X 0,093, it y a quatre ellipsoïdes 
qui satisfont à la question, à savoir deux ellipsoïdes de révolution et deux 
ellipsoïdes de Jacobi. Ces deux derniers ne difierent l'un de l'autre que 
par leur position, et on passe de l'un à l'autre par une rotation de 90° 
autour de l'axe des z. 

Pour o>' = 4ff X 0,093, l'is deux ellipsoïdes de Jacobi se confondent 
entre eux et avec un des deux ellipsoïdes de révolution que nous appel- 
lerons l'ellipsoïde E. 

Quand o>' croit de 4n'Xo,093 à 4jrXo,ii2, il y a deux ellipsoïdes 
de révolution qui satisfont à la question. 
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Pour a»' ■— 4^^ X o, 1 1 2 les deux ellipsoïdes de révolution se con- 
fondent en un seul E'. 

Pour «1* > 4s'X 0,1 12, il n'y a plus d'ellipsoïde satisfaisant à la 
question. 

Pour parler le langage des premiers paragraphes, il y a quatre 
séries linéaires de figures réelles d'équilibre depuis tu' = o, jusqu'à 
ai' = 4ff.o,09; il n'y en a plus que deux depuis ai* = 4îr. 0,09 jusqu'à 
ai' = 4ff.o,ii, et il n'y en a plus du tout à partir de cette dernière 
valeur. 

L'ellipsoïde E' est une forme limite puisque, en faisant croître w*, 
on VMt les deux ellipsoïdes réels de révolution se confondre avec E' 
pour devenir ensuite imaginaires. 

L'ellipsoïde E est à la fois une forme de bifurcation, (puisqu'il ap- 
partîent à la fois à la série des ellipsoïdes de révolution et à la série 
des ellipsoïdes de Jacobi) et une forme limite, (puisque, en faisant croître 
o>', on voit les deux ellipsoïdes réels de Jacobi se confondre avec E 
pour devenir ensuite imaginaires. 

Outre les ellipsoïdes, on sait qu'il existe des figures annulaires 
d'équilibre, dont nous avons parlé dans le paragraphe 5. Noua nous 
proposons de rechercher s'il existe en outre des séries linéaires de figures 
convexes d'équilibre non ellipsoïdales. Pour cela nous chercherons à re- 
connaître si parmi les ellipsoïdes de révolution et ceux de Jacobi, il y a 
des formes de bifurcation. 

Pour arriver à ce résultat, il faut calculer les coefficients de stabilité 
de ces ellipsoïdes et rechercher dans quels cas ils s'annulent On verra 
plus loin que ces coefficients dépendent des fonctions de Lamé, mais nous 
allons d'abord rappeler les résultats si remarquables des travaux de Lamé 
et de Liouville au sujet de ces fonctions. 

Nous emploierons dans ce qui va suivre les notations de Liouville 
dans ses lettres à Brächet (J'ournal de mathématiques pures et 
appliquées, i*"' série, T. XI, 1846). Rappelons ces notations. 

On donne à l'équation de l'ellipsoïde considéré la forme: 



v+; 
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et on définit lu position d'un point 8ur eut ellipsoïde par les deux autres 
coordonnées elliptiques n et v. 

Une fonction de Laué d'ordre, n est une fonction R de l'une des 
4 formes: 



R: 



R = 



yjp* — ()'/*,_ I , R = yjp* — e'P^^ 



R = ^/(^' _ b'){p^ _ c')F,_, 



(où P, désigne un polynôme de degré n en p) et satisfaisant à Técjuation 
différentielle: 



(0 0«'_6>^_O^ + (2,,'-i'-c>^^ 



[n{n+i)p' — B\R 



(B étant une constante convenublcment choisie). 

Avant d'aller plus loin, indiquons quelles sont les diverses formes 
qu'il peut être utile de donner à l'équation (i). 

Nous poserons: 

Pi = s//>'' — l>*, p, = yip*—c* 

R = pT^ = p^T^ = p^ r, = /*, p^ u^ = pp^ r/j ;= pp^ Uy. 

L'équation peut alors se mettre sous la forme générale: 



(■■) 



rr , 



{<,' +p„' + g)-j-!+{aa' + ft)<, 



dV_ 



{H„' + K) V. 



Dans cette équation générale, a représente Tune des variables p, />, 
ou />,, et Y l'une des sept fonctions H, T ou U. On a d'ailleurs: 

0=2, if -»{»+!), sir=ü 

a = 4, // = n(» + i) — 2, si r = r 

(■ = e, Ä=»(n+i) — 2, AV=V. 

D'autre part: 

jï = ^ (i* + c'), q = ô'c', àa = p 

p = 2b^ — c*, g = — Ä'{c'' — i'), si ff = />, 

p = 2c' — b', g = c''{c^ — Ä'), si (T = /i^. 
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D'aîUeurB: 

ß = p, ii\V= R 

ß = p— 2/*', si F = 3",, o = p etc. 

ß= iP, fii V = U. 

Enfin on trouve: 

K= —B, siV= R, a = p 

K=~{B—r'), giF=r„^ = /, 

Ä' = — (B — g), si F = U^, a = p 

Ä = — [B + n(n + i) J*], ai F = B, <t = /), et<!. 

Pour achever de définir la fonction B, noua aupposerons: 

,. B 

lim -; = I , pour p = oo. 
P 

A chaque fonction R correspondent deux fonctions M et N que l'on 
obtient en changeant dans B, />, ^/^» — b' et ^^» ~ c' en /t, yZ/i' — è' et 
Y^c* — /('> en ce qui concerne Jlf, et en v, ^fc' — j,», ^c' — v* en ce qui 
concerne ^W". 

A chaque fonction R correspondra en outre une fonction S de p 
définie par l'équation: 

5 = (2» + i)B f ^^ ^ 

et satisfaisant comme R à l'équation (1). 
■ LiouviLLE pose de plus: 



P est la distance du centre de l'ellipaolde au plan tangent. 
LiouviLLB trouve ainsi les équations suivantes: 



(2) 
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Dans cette équation (2} on considère deux points de l'ellipsoïde ayant 
pour coordonnées elliptiques p, [a, v et p, p' et v'; 3f, N et l sont les 
' fonctions définies plus haut de /i et de i>; Jf ', N' et /' sont les fonctions 
correspondantes de p' et de v'\ A est la distance des deux points p, v 
et p', v'; day' est un élément de la surface de l'ellipsoïde ayant pour 
centre le point p', v' et l'intégrale est étendue à tous les éléments dta' 
de l'ellipsoïde. 

LiouviLLE trouve encore: 

(3) , fflMNM,N^âw = o 

où do) est un élément de l'ellipsoïde; /, M, N, JW, et N^ les fonctions 
définies plus haut des coordonnées p et v au centre de cet élément. M 
et N sont deux fonctions de Lamé conjuguées; M^ et A^^ sont deux autres 
fonctions de Lamé également conjuguées, mais qui doivent être différentes 
des premières. 

L10UVILI.B démontre de plus que la fonction R est constamment 
positive et croissante quand p varie depuis + c jusqu'à + CX3. Pour 
les valeurs p = o, p = + b, /> = + c» une des deux fonctions R ou 
— y'(^' — 6'X/>* — c') doit s'annuler. 

Il me reste à parler des équations qui déterminent la constante B/ 

Cherchons quelle est la condition pour que l'équation (T) soit satisfaite 
par un polynôme de degré Å, (où Å = n, ai F = iî; ou « — i si F" = T', 
ou n — 2 si F = Ü). 

Posons à cet effet: 

7= (T* -\- Ti*^-' + r^f^-' + ... + h'^''"- 
Nous prendrons ^ = 2ar si A est pair et A = 2j* + i si A cet impair. 
Nous trouverons alors en substituant ce polynôme à la place de V dans 
l'équation (i') et identifiant les deux membres: 

<P = {A — 2( — 2)(A — 2i + a — i) — II 
r = p(A-2i)(A- 2i-i +1) 
S = {X~2i+ 2)(A-2;+ 1} 



(4) 
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L'équation (4) est une sorte de relation de récurrence qui permet 
de calculer de proche en proche les coöfficienta ;-, en partant des valeurs 
initiales ;'o ^ i, j-^t = o* On trouve ainsi j-, sous la forme d'un polynôme 
de degré i en k. Comme on doit avoir jr,+\ = o, la valeur de k (et par 
conséquent celle de ^ se trouve donnée par une équation algébrique de 
degré x + i. 

Nous avons vu plus haut que la fonction R peut prendre l'une des 
quatre formes 

A ces- quatre formes correspondront quatre équations en B qui seront 
respectivement de degré 



si » est pair, et de degré 



si « est impair et que j'appellerai pour abréger (^i), (-E,)» (-^3) et {E^). 
Pour former Tune de ces quatre équations, on formern l'équation (r) 
de façon que la fonction V doive être un polynôme entier et on en 
déduira les équations (4) correspondantes. Il est à remarquer que cha- 
cune de ces quatre équations peut être ainsi construite de trois manières 
différentes. En effet, pour chacune de ces quatre formes de la fonction 
R on peut écrire l'équation (i') de trois manières différentes, selon 
que l'on choisit pour variable indépendante p, p^ ou p^. 

Lamé a démontré que ces quatre équations {E) ont toutes leurs 
racines réelles. Liouville, en rappelant ce résultat, ajoute que la mé- 
thode de Sturm y aurait conduit plus rapidement. Comme il ne donne 
pas d'autre détail, il ne sera peut-être pas inutile d'éclaircir sa pensée 
par quelques explications. 

Si on revient aux équations (4), on verra que le coefficient ^ y 
est toujours négatif et le coefficient ß toujours positif. Si donc on 

iBprlB« la 7 Octob» IIU. 39 
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suppose que q soit négatif, les fonctiotis j; qui sont, comme on l'a tu, des 
polynômes entiers de degré i en B, jouissent de la propriété caractéristique 
des fonctions de Sturm, c'est à dire que, quand ;-, s'annule, ;-,+| et ;-j_, 
sont de signes contraires. On voit de plus que si le co6f6cient de k* 
dans y, gst positif, le coefficient de A*"*"' dans j-f^i sera négatif et réci- 
proquement. "On peut donc appliquer le raisonnement de Sturm b la 
suite: 

r.+i. )-.>•■■' h' ri- n- 

Mais on peut toujours supposer que q est négatif; il suffit pour cela de 
prendre p, pour variable indépendante. C'est ainsi que la méthode de 
Sturm est applicable aux équations qui nous occupent. 

D'ailleurs, si g est négatif, et si l'on élimine les ;* entre les équa- 
tions (4) par le moyen d'un déterminant, l'équation (E) ainsi obtenue 
aura la même forme que »l'équation en Sv que l'on rencontre quand on 
recherche les axes principaux d'une surface du 2* ordre. 

Voici une autre démonstration du même théorème, que je crois 
nouvelle et qui pourra nous être utile. 

Dans le cas de &' ^= c', on a ainsi que Liouville l'a montré: 



B=[n{n+ 0- 



B = 



ip^~cy d'-^-(^'-0 " 



' 2Ti(2tt— 1) ■•■(» — * + '} <lf>''*' 

Dans le cas de J' = o, on a: 
B = i'c' 



R^ 



' 2n(2n— I) ...{n — i + i) d/)**" 

Ainsi pour W = c* les racines des équations E^ et E^ sont: 

w(rt -f- i)c', [«(« + i) — 4]c', etc., [«(n + i) — 4/;'^', («<«> 

et celles des équations E^ et E^ sont: 

[„(„ .f ,) _ ,],', [«{„ + 1) — 9]^^ etc., [«(» + i) — {2k + lyy, 

{2k + 1 < b). 
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Ainsi si l'on envisage seulement les équations E^ et E^ par exemple, 
les racines de ces deux équations seront toutes réelles et se sépareront 
mutuellement. 

Faisons varier P d'une manière continue depuis sa limite supérieure 
c' jusqu'à su limite inférieure o. Les racines des deux équations £, et 
Ej varieront d'une manière continue. Pour qu'elles cessassent d'être toutes 
réelles, il faudrait que deux racines de E^ ou deux racines de E^ devins- 
sent égales. Mais pour que cela (ût possible, il faudrait d'abord que les 
racines des deux équations cessassent de se séparer mutuellement. Pour 
qu'elles cessassent de se séparer, il faudrait que l'une des racines de E^ 
devint égale à une des racines de £,. 

Or je dis que cela est impossible. Soit en effet B une racine que 
nous supposons appartenir à la fois à £, et à E, et envisageons l'équa- 
tion (i) correspondante. 

Cette équation admettra deux intégrales, l'une de la forme P„, 
l'autre de la forme \/p*— c'P,_,. Soient R et B^ ces deux intégrales. 
On peut former une équation linéaire du 3' ordre, à coefficients rationnels 
et admettant pour intégrales les carrés des intégrales de (i). Un système 
fondamental d'intégrales sera: 

B\ iîfi, et Bl 

Cette équation admettrait donc comme intégrales deux polynômes entiers 
B* et ÜJ essmtidlement distincts. 

Mais l'équation (i) admet, outre l'intégrale B, l'intégrale 8 définie 
plus baut et qui est telle que: 

lim^"^' = I, pour p = 00. 

L'équation du 3"' ordre dont nous venons de parler admettra donc comme 
iyetème fondamental d'intégrales: 

R\ BS, S\ 

Si nous convenons de dire qu'une fonction F de p est de degré p en p 
si le rapport de F h, p' tend vers une limite finie quand p croit indé- 
finiment, il résulte de ce qui précède que les trois intégrales Ä', BS et 
S' sont respectivement de degré 2«, — i et — (2» +. 2). Une intégrale 
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quelconque de l'équation du 3*"" ordre sera une combinaison linéaire de 
B^, RS et S*; elle sera donc, à moins d'être identiquement nulle, de l'un 
des trois degrés 2«, — i et — (2» + 2). 

Or iî' — R\ qui est une de ces intégrales, ne peut être ni de degré 
— I, ni de degré — (2» + 2) puisque c'est un polynôme entier; ni de 
degré 2», puisque le premier terme de R* est />'" de môme que le pre- 
mier terme de ÏC,, de sorte que les termes de degré 2n disparaissent 
dans R* — ^. Il faut donc que: 

R'~B\ = o 
ou 

iï = ß, 

ce qui est impossible et contraire aux hypothèses faites plus haut. Nous 
devons donc conclure que les racines des équations E^ et E, sont toutes 
réelles et se séparent mutuellement, quelle que soit la valeur de 6'. 

Cela va nous permettre de distinguer les unes des autres les diverses 
fonctions R. 

Nous écrirons: 

L'indice supérieur k sera égal à i, 2, 3 ou 4 selon que B sera de la 
forme 



f*,, ou ^p' — b'I\_t, ou slp'~c*Pn-i, ou . y/(/,' — fc'x^' — c') -P,_,. 

L'indice n indiquera le degré de la fonction B, enfin l'indice i devra être 
choisi de telle sorte que ß,,j se réduise à: 

pour ft' = c*, Â désignant un coefficient constant dont on trouvera plus 
haut la valeur, et le signe D'+" exprimant qu'on doit effectuer i ^-'n 
differentiations par rapport à p. 

On voit aisément d'après ce qui précède que la fonction R^\ est 
parfaitement déterminée. Pour Ä' = o on trouve: 

où y a une valeur, que nous allons déterminer. 
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On voit aisément que i est puir si A = t ou 4 et impair si A: = 2 
ou 3; tandis que J est de même parité que n, si A: = i ou 2 et de parité 
différente si ft = 3 ou 4. De plus, pour une même valeur de ft, leg 
valeurs de J devront croître quand celles de i décroîtront. On a donc: 

si ft = I ou 3, i -\- J = n 

61 A = 2 ou 4, t + y = « + I ■ 

Nous pouvons déduire de là quelques propriétés des fonctions B. 
Combien l'équation: 

(5) . «.". = o 

(où le premier membre est supposé débarrassé du facteur radical y'^' — è'; 
ylp~Zr^ et yl(p* — },■')( p* ~c% qu'il pourrait contenir, ainsi que du facteur 
p s'il y a lieu) aura-t-elle de racines réelles et comment ces racines 
seront elles distribuées? Nous prendrons pour inconnue p* et non pas p. 
Faisons d'abord h* = c*. On verra que l'équation admettra f racines 
égales à c* et ly racines comprises entre o et c'. 

Si nous faisons ensuite b"^ = o, on verra que l'équation admettra 
f racines égales à o et ly' comprises entre o et c'.- 

Les valeurs des nombres Ç, tj, ^ e% jj' nous seront données par le 
tableau suivant, où la première colonne donne la valeur de ft , la seconde 
le reste de n à 2 et les quatre autres les valeurs des quatre nombres: 
i — 2^, » — 1 — 2yj, j — 2^, n — y — 2yj'. 

I 00000 

1 101 10 
201 I 20 

2 I I o 1 o 

3 o I I I I 

31 I o o I 
402011 

4 I 2 I 3 I 
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Ce tableau montre que l'oii a toujours: 

Qu'arrive-t-il maintenant pour les valeurs de A' comprises entre o 
et c'? Pour une pareille valeur, l'équation ne peut avoir de racine 

multiple, car si pour une certaine valeur de p, R et -y- s'annulaient à 

la fois, le coefficient de -z-, dans l'équation (i) devrait être nul égale- 
ment, ce qui entraînerait: 

/)' = Ä* ou c'. 

D'autre part, aucune des racines de l'équation ne peut être égale à o, 
à Ä' ou à c*; car si l'on forme l'équation déterminante de l'équation (i) 
pour les points /) = ± J, p = ±.c, on trouve que les racines de cette 
équation déterminante sont o et -. D'ailleurs, comme on a supposé 

qu'on enlevait dans l'équation (5) le facteur p s'il s'y trouvait, il ne 
pourrait arriver qu'il y restât ensuite, que s'il y entrait au carré avant 
qu'on ne l'eût enlevé. Or nous venons de voir que cela ne peut être. 

On doit donc conclure que lorsque b' décroît depuis c' jusqu'à o, 
l'équation (5) aura Ç^ racines réelles eutre o et b^ et tj^ racines réelles 
entre b^ et 0* et que ces deux nombres f, et 1;, demeureront invariables. 

Pour 6* = c', il arrivera que les )j, racines comprises entre b^ et c' 
deviendront égales à c^; on pourrait supposer aussi qu'un certain nombre 
de racines d'abord imaginaires, ou non comprises entre b' et c' tendent 
aussi vers c' quand b* tend vers c', de sorte qu'on aura: 

Quant aux f, racines comprises entre o et J', elles resteront com- 
prises entre o et c'; on pourrait supposer toutefois que quelques unes 
d'entre elles se réduisent à c'; on aura donc 

Supposons maintenant que 6' tende vers o; il arrivera que les $^ racines 
et peut-être d'autres tendront vers o, et que les tj^ racines, comprises 
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entre ces mêmes limites, quelques unes d'entre elles pouvant se réduire 
h o. On aura donc: 

Mais si d'autre part on observe que Ton a 
f - :?■, f = î 

on verra qu'on doit avoir constamment 

Il en résulte que l'équation (5) a toujours toutes ses racines réelles et 
comprises entre o et c'; quant au nombre de racines comprises entre o 
et 6', ou entre b' et c', il est donné par le tableau précédent. 
Si par exemple n est pair, l'équation 

Kl = o 
aura — - — racines comprises entre o et b^ et r, comprises entre i' et c*. ' 

Je ne veux pas, pour le moment du moins, m'étendre plus long- 
temps sur les propriétés générales des fonctions de Lamé; je me bornerai 
à rappeler les deux résultats suivants qui sont bien connus. 

En premier lieu, B est toujours compris entre o et »(» + i)c'. 

En second lieu, une fonction quelconque de /Lt et de v, pour les 
valeurs de v comprises entre o et b^ et pour celles de /t comprises entre 
b^ et c', peut toujours être développée en une série de la forme: 

où Ai désigne un coefficient constant, pendant que ilf, et N, désignent 
deux fonctions de Lahb conjugqées de ft et de v. 



% 9. Détermination des coefficients de staèUité. 

Considérons un ellipsoïde fluide et homogène en équilibre sous l'action 
de 1 attraction newtonienne et de la force centrifuge. Supposons qu'il 

' Ces réêniuts ont été donnéa par M. Klrn, qui y n ét4 condaît par de« coa- 
sidérationB un peu dtffârcnl.cs. 



y Google 



subsiste une déformation infiniment petite, sans que son volume change 
et cherchons à évaluer le travail des forces qui agissent sur le corps 
pendant cette déformation infiniment petite. Soit: 

l'ellipsoïde envisagé et soient /* et v les coordonnées elliptiques qui dé- 
finissent la position d'un point sur cette surface. Soit C !& distance de 
l'ellipsoïde à la surface déformée comptée sur ta normale à l'ellipsoïde; 
soit ff la résultante de l'attraction et de la force centrifuge en un point 
de 1b surface de l'ellipsoïde à l'état d'équilibre; cett« résultant« est comme 
on sait normale à l'ellipsoïde. Soit enfin do) un élément quelconque de 
la surface de l'ellipsoïde. Pendant la déformation, une molécule quel- 
conque peut être regardée comme soumise à trois forces: à l'attraction 
de l'ellipsoïde supposé fixe, à l'attraction du bourrelet infinitésimal formé 
par la différence entre la surface déformée et l'ellipsoïde, et à la force 
centrifuge. Si nous considérons un point matériel quelconque de masse 
.1 et que nous appelions A sa distance à un élément quelconque dm' de 
la masse de l'ellipsoïde et r sa distance à l'axe des z; si nous posons: ' 






la variation de V mesurera précisément le travail des forces agissant sur 
ce point matériel et dues à l'attraction de l'ellipsoïde et à la force cen- 
trifuge, en laissant de côté l'attraction du bourrelet dont nous venons 
de parler. 

, Il résulte des hypothèses faites, que sur toute la surface de l'ellipsoïde, 
la fonction V a une valeur constante que nous appellerons V^. Si au 
lieu d'un point situé sur l'ellipsoïde, nous envisageons un point M infini- 
ment voisin de cette surface, nous abaisserons du point M sur l'ellipsoïde 
une normale MM' de longueur infiniment petite X. La valeur de la 

' Od remarquera que je dësigoe par m la vitesse de rotatioD et par dot ub flémeot 
de l'ellipsoïde; par /t une des coordonnées elliptiques et par dfi un élémeat du bourrelet. 
Il c'en peut réanlter aucune oonfusion, puisque les différeulielles de «t et de /i ii'eutrent 
pas dans le caleul. 
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fonction g au point M^ sera précisément aussi la valeur de la dérivée de 
la fonction V, eatimée suivant la normale. On aura donc au point M, 
en négligeant les infiniment petits du 2'* ordre 

Quelle est maintenant l'énergie potentielle totale de la masse fluide 
déformée? L'énergie' due à l'attraction seule aura pour expression 

I ff dmdm' 

dm et rff»' étant deux éléments quelconques de la masse fluide et A la 
distance de ces deux éléments. L'énergie due à la force centrifuge sera: 



/" 



r étant la distance de l'élément dm à l'axe des 2. Le double de l'énergie 
potentielle totale sera donc: 

,W = ff^ + fw'r'dm. 

J'appellerai Wg la valeur de W dans l'état d'équilibre, c'est à dire 
quand la figure de la masse fluide se réduit à l'ellipsoTde. 

Mais nous devons distinguer parmi les éléments de la masse fluide, 
les éléments de l'ellipsoïde que j'appellerai rfm et dm', et les éléments du 
bourrelet que j'appellerai d/i et d/i'. Parmi ces éléments, il y en aura 
de négatifs, puisque, le volume ne changeant pas pendant la déformation, 
on doit avoir: 

fdft = 0. 

On a. donc 

2W= ff ^^'^^' I ffÉatÈL^ TÇdm'df, ^ rç^f^ 

H- fa/^r'dm + J a)\^d(i 
\ 2W,= iï^^+fcoh''dm 
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ce qui peut s'écrire: 



ou puisque; 






A 



Considérons un élément quelconque dw de la surface de ■l'ellipsoïde. 
Menons par les divers points de cet élément des normales à l'ellipsoïde. 
Noue aurons ainsi déterminé une sorte de cylindre infiniment délié et dans 
lequel nous découperons une tranche inâniment mince en le coupant par 
deuK plans situé» à des distances X et X -\- dX da centre de l'élément dw 
et parallèles au plan de cet élément. Si X est compris entre o et f, la 
tranche ainsi découpée dans ce cylindre appartiendra à notre bourrelet; 
ce sera un de nos éléments dfi, de sorte que nous pourrons écrire: 

dft = dXdat. 
Nous écrirons de même: 

dfi' = dX'dû}'. 

Nous aurons donc pour trouver l'expression de W à calculer lea deux 
intégrales: 

" âXdcodA'dw- 



fVdXda» et Cf- 



Mais X étant très petit, on a comme on a vu 

ce qui donne pour ta première intégrale: 

fr,d/,—fgUMw. 
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Le preiriier terme est nul; le second peut s'écrire 

ç 
— ÇgdtojXdX 

ou bien: 

II reste à calculer la seconde intégrale. Nous remarquerons que X 
et X étant très petits, on peut considérer A comme représentant non pas 
la distance des éléments dfx et dft', mais celle des éléments dm et d<a' 
qui en difiFère très peu. A est alors indépendant de A et de X' et l'on 
peut écrire: 

Il reste donc finalement: 

Avant d'aller plus loin, il faut calculer g. La force g peut être 
décomposée en trois composantes dirigées suivant les trois axes des :Cj.dtis 
y et des z. La composante parallèle à l'axe des x par exemple, est 
parallèle à la coordonnée x du point d'application. De même pour les 
deux autres composantes. 

Si donc on appelle a, ß, f les cosinus directeurs de la normale et 
k, k', k' trois constantes, on aura: 

ga = kXt gß = k'y, gj- = Jc"z. 

Mais l'équation de l'ellipsoïde est 
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ce qui donne: 




a = 


-;.^. /»-..l.-f. r ,. 




p 






On a donc: 






, V '■(.•-»■) '-<.•-.•) 



Si nous reprenoiiä les notations du paragraphe précédent et que noua 
écrivions: 



/>V(/>' — ^*){f>* — c') 



K étant une nouvelle constante ne dépendant que de p, h et c. 

II reste à déterminer cette constante. Pour cela il suffit de calculer 
l'expression de ^ à l'extréniité de l'axe des z; dans ce cas, g se réduit à 
l'attraction de l'ellipsoïde et peut s'écrire: 






4îVv'/>' — i-'v/*' 



D'ailleurs ou trouve aisément: 

~ v>-(/.'-f)' 
11 vient donc, par une transtbrmation simple de l'intégrale: 

S;=4-(»' — c") / — ^ 
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La fonction y^p* — c' est une fonction de IjAMB que nous appellerons B^\ 
c'est d'ailleurâ ta fonction que nous avions désignée dans le paragraphe 
précédent par la notation plus compliquée: 

Nous chercherons à éviter les triples indices toutes les fois qu'ils ne seront 
pas nécessaires et nous rangerons les fonctions de Laué dans un ordre 
quelconque; nous les appellerons: 

Nous poserons donc: 

ß, = )Jp* — c'. 

Si d'autre part, nous envisageons la fonction S, conjuguée de B,, nous 
aurons: 



On a donc à l'extrémité de l'axe des z 

ffl^^7rB,S, 

et comme nous avons vu plus haut que gl est une constante, nous pourrons 
conclure que gl conserve cette valeur sur toute la surface de rellipsolde. 

Développons maintenant -. qui est une fonction de /z et de v en une 

série convergente de la forme suivante: 

A( étant des constantes et M,, N^ des fonctions de Lamé. Cela est 
toujours possible, comme nous l'avons dit à la fin du paragraphe précé- 
dent. Nous, aurons donc: 

C= ^AJM,N, 
et de même: 

C^XA.I'M'.NI 
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Od tire de là: 



ou: 

/jîrfo) = S ^fal'dio X M;N; + 2 A,A,fgl'da>M,N,M,N, 
ou: 
/V|"rf<u = T.'^''Ii,S,JlM',N;da + T. A,AÀkB,S, Jm,N,M,N,dm. 

Si l'on observe que: 

fm,N,M,N,da: =. o 
il reste: 

jg'^dm = t:TR,S,'EA^flM;H;dm. 
On trouve d'autre part: 

/CT'''»*»' V^ < j ITUM,N,WtS',dmdm 
-^=-£AA,Jfj ^^ 

les diiuK indices i et k pouvant être égaux ou différents. Mais on u: 



On a donc 



/^ = I A.A.flM,N.M.N.da, X ^. 



Si i est différent de X:, on aura: 

flM,N,M,N,da = o. 



Il reste donc: 
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On arrive donc finàlem'ent à l'expresaion suivante pour W: 



W.= W,-f^Ajf{^ 



n est bien entendu le degré de la fonction de Lamb R,. ^ 

Noua pouvons considérer la forme de la surface déformée comme 
définie par les coefficients A,. Les coefficients de stabilité seront alors: 



-^"fi^-êvi)'^'^'"- 



Pour qu'un des ellipsoïdes puisse être une forme de bifurcation, il faut 
que l'un de ces coefficients s'annule, c'est à dire que l'on ait: 

B,S, RtS. _ 

3 2n + I ~ 

pour l'une des fonctions ü,. 

D'après cela, il y a un des coefficients qui est toujours nul, c'est 
celui qui correspond à t = ï . Cela était aisé à prévoir. En effet on 
peut déplacer l'ellipsoïde parallèlement à lui-même et parallèlement à 
l'axe de révolution sans changer l'état d'équilibre. Si l'on imprime ainsi 
à l'ellipsoïde un mouvement de translation infiniment petit et parallèle à 
l'axe des z, et si l'on appelle C Ift distance des deux ellipsoïdes infiniment 
voisins comptée suivant la normale, on a en négligeant les infiniment petits 
du 2* ordre: 

A^ étant une constante. Comme les deux ellipsoïdes sont des surfaces 
d'équilibre, il faut donc bien que le coefficient de stabilité qui correspond 
a i^ i s'annule. Y a-t-il des cas où d'autres coefficients de -stabilité 
s'annulent? c'est ce que nous examinerons dans les paragraphes suivants. 

On peut arriver à l'équation (i) par une autre voie un peu plus 
simple et que j'aurais même préférée si je ne me réservais d'examiner 
plus loin la question de stabilité. 

Supposons que l'on ajoute à l'attraction newtonienne et à la force 
centrifuge qui agissent sur la masse fluide, des forces perturbatrices quel- 
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conques, miiis très petites. La masse fluide" pi^endra alors une forme 
d'équilibre très peu différente de l'ellipsoïde. Cette forme sera unique ei 
aucun des coefficients de stabilité ne s'annule; elle sera mal déterminée 
en général, si l'un de ces coefficients est nul. 

Nous reprendrons les mêmes notations que plus haut et nous dé- 
finirons la surface d'équilibre déformée par la valeur de C «jue nous 
développerons en série comme précédemment: 

les A, étant des coefficients infiniment petits qu'il s'agit de déterminer 
pour définir la nouvelle forme d'équilibre. Soit comme plus haut V le 
potentiel dû à l'attraction de l'ellipsoïde et à la force centrifuge, v le 
potentiel dû à l'attraction du bourrelet, v' le potentiel dû aux forces 
perturbatrices. On devra avoir sur toute la nouvelle surface d'équilibre: 

(2) K + V + v' = const 

Mais on a, puisque C eat infiniment petit: 

r=r,-sC 

et de plus: 



A 



A étant la distance d'un point quelconque du bourrelet au point envisagé 
de la nouvelle surface libre; mais comme C est infiniment petit, on peut 
remplacer ces deux points par leurs projections sur l'ellipsoïde. A est 
alors la distance de deux points de l'ellipsoïde et on a: 

V = y A, I — ~ — = iîT > ■ — ^ . 

Nous pouvons écrire d'ailleurs: 
les B, étant des coefficients très petit«; que l'on peut regarder comme 
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donnés. L'équation (2) pourra alors s'écrire, en remplaçant g et C par 
leurs valeurs: 

— ^BA'^A.M.N, + 4ff£i!^^*^ + 7:B,M,N, = const. 

Nous identifierons dans les deux membres les coefficients de M,N( et il 
viendra: 

• . /R,8, Ri8( \ „ 

\ 3 2» + 1/ 

Ces équations détermineront complètement les coefficients Af et par 
conséquent la nouvelle forme d'équilibre, à moins qu'on n'ait: 

r \ A, O, fil 01 

^ '' 3 2« + I 

C'est donc là aussi la condition pour que l'un des cpsffîcients de 
stabilité s'annule. 



§ 10. Diseujtsion de Véguation fondamentale. 

Nous avons maintenant à rechercher si l'équation 

/ X R,8, B(S( 

^ ' 3 2» + I 

où p* est l'inconnue admet des racines comprises entre + c' et + co. 
Parlons d'abord de l'équation plus générale: 

(2) F^J^ Mi_ = o 

^ ' 2m + I 2n + I 

n et m étant les degrés des fonctions Bj et üj.. Le premier membre F 
tend vers o quand p crott indéfiniment, car les fonctions RtS^ et JR,S, 
sont de degré — i en />, comme on l'a vu dans le paragraphe précédent. 
Si Bt et R( contiennent en facteur ^p* — c% F s'annule encore pour 
p' = c\ 
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On a 


d'ailleurs: 


















F 
Ri 


S, 


2m + I 


BIS, 
BS B, 


2» 


1 

T 


1^8 


racines 


; lie 


réquation: 












(3) 










F 
Bt 


= o 







qui sont supérieures à c' sont les mérnes que celles de l'équation (2); en 
effet B, peut s'annuler pour /»' = c", mais jamais pour p^ > c'. 

Si nous voulons séparer les racines de l'équation (3), il suffît d'appli- 
quer le théorème de Rolle et d'écrire que la dérivée du premier membre 
de (3) est nulle. On obtient ainsi l'équation: 

d 8t Rî d ffi 8, d fi? 



dp{2m + l)Ri Pîdp(2n + i)B, (2n + i)Rtd/}Rî ' 
Mais on n, d'après la définition même des fonctions S: 



dp(2m + i)lit fiiV{/>' — b*)(p* — c') 

d 8t — j 

dp{2n + l)fi, ^ Jit<^(p* — b^{p* — r}) 



Tl reste donc: 



(2» + i)R>dpliS 



ce qui exprime que le rapport =- passe par un maximum ou minimum, 
car 5, ne peut s'annuler. 

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant: 

Les racines de l'équation (2} supérieures à c', en laissant de côté la 
racine c' si elle existe, sont séparées par les racines de l'équation: 

d^Rf _ 
âpBi~° 
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cc qui peut encore s'écrire: 

(4) -ßf'ß* — -ßi-B. = o 






^ip'-b'Hp'-c') 

Cherchons maintenant à séparer les racines de l'équation (4) elle- 
inéme. Pour cela annulons la dérivée du i" membre par rapport à s. 
Il viendra: 

(5) R"Rt — R't^i = o 



Mais l'équation (i) du paragraphe 8 peut s'écrire: 

By = [«(«+ i)p' — B^]R, 

en ce qui concerne ß,, et 

E't = [m(»( + i)/>* — B,^Bt 

en ce qui concerne A». L'équation (5) devient ainsi, en supprimant le 
facteur R^R^ qui ne peut s'annuler pour les valeurs supérieures à c': 

(6) [n{n + 1) — m{m + i)]/)' — B, + B^ = o. 

11 est clair qu'une pareille équation ne peut avoir qu'une racine 
supérieure à c*. L'équation (4) aura donc au plus deux racines égales 
ou supérieures à c*, et l'équation (2) aura au plus trois racines supérieures 
à c' (sans y comprendre la racine c' si elle existe, mais en y comprenant 
la racine oo). 

Si l'équation (4) n'a aucune racine supérieure à c*, le rapport -^ 
est toujours croissant ou toujours décroissant quand p^ croit de c^ à 00. 
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Supposonii par exemple qu'il soit toujours croissant. On aura alors: 
d Rî 

d'où: 

d F 
TpRt < ° 

l'expreasion ■=; est donc toujours décroissante et comme elle tend vers o 

pour p = CO, elle doit toujours être positive. On a donc: 

F>o. 

Revenons en particulier à l'équation (i) et supposons; 

Äj = Ml = ^p^ — c*- 

Supposonâ d'abord que Ä, contienne en facteur y^' — c', nous pourrons 
écrire: 

p étant un facteur qui pourra être 

p, /Oy/^' — ft" ou y/p' — J» 

et Pt étant un polynôme entier en p'. L'équation: 

n'est autre chose que l'équation (5) du paragraphe 8, débarrassée des 
facteurs que nous sommes convenus de lui enlever. Nous avons vu que 
cette équation a toutes ses racines réelles et qu'elles sont comprises entre 
o et c'. L'équation 

dP, 

aura donc aussi toutes ses racines réelles et comprises entre o et c'; d*où 
il résulte que, /)' croissant de c* à + co, P, sera constamment ci-oissant. 
Il en est de même de p et de y'/>' — b' et par conséquent de je et de 
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Il en résulte que si Rj contient ^Jp' — c' en facteur, l'équation (i) n'a 
aucune racine supérieure à c' et que son premier membre est toujours 
positif. 

Supposons maintenant que B, ne contienne pas y/^' i- c* en facteur. 

Quand p est très grand, on peut regarder - comme un infiniment petit 

du i" ordre. On a alors en négligeant les infiniment petit« du 2' ordre: 





B, S, = B, S, 


3 


B,S, 1 /i 
2» + 1 p\3 



Le premier membre de (1} est donc toujours positif, à moins que n ne 
soit égal H I . 

Pour fi' = c', S,5j s'annule et par hypothèse Jî,5( ne s'annule pas; 
le premier membre est donc négatif Ainsi la substitution de p' = c* 
et d'une valeur de p' positive et très grande, donne des résultats de signe 
contraire; le nombre des racines de l'équation (i) supérieures à c* et finies 
sera donc impair. 

Or nous avons vu que le nombre des racines supérieures à c* était 
au plus égal à 3, en y comprenant la racine />' = 00; si on ne tient pas 
compte de cette racine, le nombre des racines sera au plus égal à 2; et 
comme il doit être impair, il faut qu'il soit égal à i . 

Kous avons laissé de côté le cas où n = 1 auquel correspondent 
deux fonctions Bi, à savoir: 

Ri = p, JB, = i^p* — 6*. 

Il est aisé de voir que quand />' croit depuis c* jusqu'à + 00, les rapporta: 



vont toujours en décroissant On doit donc conclure que l'équation (1) 
n'a aucune racine finie et plus grande que c', et que son premier membre 
cet toujours négatif. 
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Voici doriu en résumé quel est le nombre des racines de l'équation 
(i) finies et supérieures' à c': 

B, divisible par yjp* — c'; pas de racim; 1" membre positif, 

fi, non divisible par y*^' — c'; n> 1; une racine, 

Ri non divisible par ^^' _ c'; n= 1; pas de racine; 1" membre négatif. 

Renenons maintenant au cas général, et cessons de supposer que 
fi^ = fi, ; qu'arrive-t-il alors de l'équation (2)? 

Soit d'abord n> m, et supposons que fij soit divisible par ^Jp* — c* 
et que R^ ne le soit pas. On' voit alors tout de suite que F est positif 
pour p^ = c* et pour />' très grand et positif. L'équation (2) n'a donc 
pas de racine finie et supérieure à c', ou bien elle en a deux. Quant 

au rapport =^ il est nul pour p' = c* et infini pour p* = cx>; il est 

donc croissant pour les valeurs de />' très peu supérieures à c* et pour 
les valeurs très ' grandes. Donc dans les cas où Téquation (2) a deux 

racines, il doit en être de même de l'équation (4) et le rapport ^ doit 

présenter un maximum et un minimum. 

Supposons maintenant que fi» soit divisible par ^p* — c' sans que fi, 
le soit. Alors pour p^ = c', on a: 

pour p' positif et très grand 

F>o; 

il y a donc un nombre impair de racines, et comme ce nombre ne peut 
dépasser 2, il faut qu'il soit égal à 1. 

Supposons maintenant que fi, et Bt soient tous deux divisibles par 
y/p* — c' ou ne le soient ni l'un ni l'autre; on aura alors pour /*' = c': 

fi;fi, — fi; fi, = 0. 

Il est possible que cette même équation (4) puisse avoir une autre racine 
supérieure à c', mais elle n'en peut avoir qu'une. Pour qu'elle en ait 
une, il faut d'abord que l'équation (6) en ait une, c'est à dire que: 
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(7) B, — Bt> [n{n + i) — m{m + ï)]c\ / 

Cette condition est d'ailleurs suffisante. Si cette condition est remplie 
l'équation (2) pourra avoir une racine. Dans le cas contraire elle n'en 
aura aucune. D'ailleurs il en est encore de même si, la condition (7) 
n'étant pas remplie, B, est divisible par ^/p* — c' sans que ü, le soit. 

Dans le cas de n = m, qu'il nous reste à examiner, l'équation (6) 
qui se réduit à 

B, — Bt = o 

ne peut avoir aucune racine. L'équation (4) ne peut donc en avoir qu'une 
et l'équation (2] en aura également une au plus. 

Si de plus Bf et B^ sont tous deux divisibles par ^p* — c*, ou ne le 
sont ni l'un ni l'autre, le premier membre de {4) s'annule pour /)' = c' 
et ne peut avoir d'autre racine. L'équation {2) n'en a donc aucune. 

Si B, est divisible par yjp^ — c' et que B^ ne le soit pas, il peut y 

ft 
avoir o ou une racine. Il n'y en a pas si ~- est plus petit que 1 pour 

p positif et très grand. Il y en a une dans le cas'pontraire; car alors 
pour les valeurs très grandes de p, F est négatif, et pour p* = c', on 
voit aisément que F est positif. 
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Pnrmi I«s «llipsoldes aplatis de revolution qui sont des figures d'équi- 
libre de notre masse fluide, y en a-t-il qui sont des figures de bifurcation? 

Pour étudier ces ellipsoïdes nous prendrons pour variable indépen- 
dante ^p* — c' que nous appellerons k à l'exemple de Liouvillb et non 
plus /!,, afin d'éviter l'indice 2. Nous prendrons e pour unité de longueur, 
de telle sorte que c* = i. On aura alors: 

où 

i -\-J = n ou » + I 

A étant une constante et D un indice de dérivation par rapport à k. 
A une même fonction: 

(i) ' A{k'+i)'I)'"{k'+ t)- 

correspondent en général deux fonctions de Lamk distinctes, à savoir: 

■Ri-j.i **■ ^+i-j." si ^ ' + n est pair 

et 

^-i, n €* ^+1-^. ■ â j ■\- n est impair. 

A chaque fonction (i) correspondront donc deux coefficients de stabilité 
que j'appellerai pour abréger: 

B,,, et C^.. 

Il y a exception quand j = o. Dans ce cas en effet, à une fonction (i) 
ne correspond qu'une seule fonction de Lamé, R\„ si n est pair et i^_, 
si B est impair, et par conséquent ne correspond qu'un seul coefficient 
de stabilité. 

Quand on fait croître a) depuis o jusqu'à une certaine valeur otg, on 
trouve comme figures d'équilibre deux ellipsoïdes de révolution qui se 
confondent pour a» = w^ et disparaissent pour ôi >'a>,. A chaque valeur 
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de û» < «»(, correspondent donc deux valeurs de k et il est aisé de voir 
que pour û» = o, ces deux valeurs sont ft ^ o et A = co . Pour w = w^ , 
ces deux valeurs se. confondent en une seule k^. II y a donc deux séries 
linéaires S et I' de formes d'équilibre réelles, la série I comprenant les 
ellipsoïdes tels que k<k^, et la série X,, les ellipsoïdes tels que k>k^. 

L'ellipsoïde ft = ft^ eat une forme limite. 

Si l'on fait varier k depuis o jusqu'à + co, on voit l'ellipsoïde, 
d'abord infiniment aplati, se rapprocher ensuite indéfiniment de la sphère. 
En même temps ta croit d'abord de o à ai^ et décroit ensuite de <o^ à o. 

Si en suivant la série i" ou la série 2", , on voit un des coefficients 
de stabilité changer de signe, l'ellipsoïde correspondant sera une forme de 
bifurcation. I^es deux coefficients de stabilité /?,,„ et Cj„ que je viens 
de définir sont toujours égaux entre eux. Quelle est la condition pour 
que ces coefficients s'annulent? L'équation 

n'est autre chose que l'équation (i) du paragraphe précédent. D'après la 
discussion de ce paragraphe, on voit que le coefficient B,., s'annulera 
pour une certaine valeur de ft, si ^ ' + « est pair et si n est plus grand 
que I , et ne s'annulera jamais si cette condition n'est pas remplie. Cette 
même discussion montre que ce coefficient change de signe en s'annulant. 
Donc l'ellipsoïde correspondant est de bifurcation. 

Ainsi à tout système de nombres j et « tels que; 

{2) j=n (mod 2) , » > I 

correspond une valeur de ft qui annule deux coefficients de stabilité et 
par conséquent un ellipsoïde de bifurcation. 
Il y a exception pour le système: 



L'ellipsoïde correspondant est l'ellipsoïde o) — (o^, k = k^ dont nous avons 
parlé plus haut. C'est une forme limite et non une forme de bifurcation. 
Un autre système intéressant est le suivant: 
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L'eltipsoTde correspondant ost celui qui appartient à la fois à la série des 
ellipsoïdes de révolution et à celle des ellipsoïdes de Jacobi. 

Soient deux nombres j et n quelconques, satisfaisant aux conditions 
(2); soit Kj_, la valeur de h qui annule le coefficient B,., et Û,,, la valeur 
de 0} correspondante. 

Faisons maintenant 

û> = Û. , + e 

s étant une quantité infiniment petite; à cette valeur de <û correspondront 
■ deux formes d'équilibre, un ellipsoïde de révolution E et une figure 
très peu différente. Etudions de plus près cette figure tf>. Nous définirons 
cette figure de la fa^'on suivante: Menons à l'ellipsoïde E une normale 
quelconque. Nous définirons le point de l'ellipsoïde qui est le pied de 
cette normale par deux coordonnées f et /*; p sera l'angle formé par le 
plan qui passe par le point considéré et l'axe des z avec le plan des 
xz, et (i sera la deuxième coordonnée elliptique comprise entre 6'^ o 
et c' = 1 . Je prendrai sur cette normale une longueur C- La position 
d'un point dans l'espace sera ainsi définie par les trois coordonnées C» H et jr, 
et c'est dans ce système de coordonnées que je vais écrire l'équation 
de la figure 0. Au système de nombres j et n correspondent deux. fonc- 
tions de Lamé ainsi qu'on l'a vu: 

auxquelles il faut adjoindre leurs conjuguées: 

Mlt)X et iV/„%7_V. 

Les deux fonctions M sont égales entre elles et s'obtiennent en remplaçant 
dans la fonction R correspondante, k par ,Ji ~/i' et les deux fonctions N 
sont égales, l'une à cos/p, l'autre à sinjf. 

L'équation de la figure pourra alors s'écrire: 

en négligeant les infiniment petits du 2* ordre (s étant du 1" ordre). 
Dans cette équation / a le même sens que dans le § 8; M^, N^, 3f, et iV, 
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sont les fonctions (3); A^ et A^ sont deux constantes infiniment petites 
du i" ordre et dont le rapport est arbitraire. 
Posons: 

Aj = öcosA, A^ = ösitiA 

étant une constante infiniment petite dépendaole de e, et Å étant une 
constante arbitraire; il viendra, en remplaçant M^, N^, M^ et N^ par 
leurs valeurs: 

{4) c=-0lcos{Jf — Å)^f 

la fonction M s'obtenant comme je l'ai dit plus haut 

Si l'équation (4) était l'équation exacte de la figure 0, cette équation 
prouverait que la figure jouirait des symétries suivantes: 

1°. Siy = o, la figure serait de révolution autour de l'axe des ^. 

2°. Si j n'est pas nul, la figure ne changerait pas quand on la 

ferait tourner autour de l'axe des z d'un angle -7^; elle admettrait^ plans 
de symétrie passant par l'axe des z, de façon que l'angle dièdre de deux 
de ces plans de symétrie consécutifs soit - . 

3". Comme j + n est toujours pair, le plan des xif serait aussi un 
plan de symétrie. 

4°. Enfin si J est pair, l'axe des z serait un axe de symétrie, et 
l'origine un centre de symétrie. 

Mais l'équation (4) n'est qu'une équation approximative de la figure 
0. Pour l'établir nous avons négligé les infiniment petits du 2* ordre; 
de sorte qu'on peut se demander si ces diverses symétries subsisteront 
encore quand on étudiera l'équation exttcte de la figure et qu'on tiendra 
compte des termes d'ordre supérieur. La réponse à cette question doit 
être affirmative. 

Pour s'en assurer, voici quel artifice on doit employer. Supposons 
qu'on introduise dans le système des liaisons auxiliaires et qu'on assujettisse 
la masse fluide à présenter les symétries que nous venons d'énumérer. 
Je dis que, même avec ces liaisons supplémentaires, l'ellipsoTde qui corres- 
pond à la valeur Kj_ , de A et à la valeur îij^ ^ de to sera encore une 
forme de bifurcation. 
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En effet nous avons vu au § 9 qu'une surface très peu différente 
de cet ellipsoïde peut ötre définie par la distance C d'un point de cette 
surface à l'ellipsoïde {comptée sur la normale à l'ellipsoïde) et que cette 
distance C elle-même est donnée en fonction des coordonnées elliptiques 
sous lu forme d'une série convergente 

JWp et Np étant des fonctions de Lamé, de telle sorte que la surface en 
question sera déterminée par la connaissance des coefficients Ap. Nous 
avons vu ensuite dons le même paragraphe que l'énergie potentielle totale 
W pouvait Vécrire, en négligeant les cubes des coefficients Jp-, 

(5) ^y= w, +TAlBp 

les Bp étant les coefficients de stabilité; de plus, avons-nous dit, pour que 
l'ellipsoïde soit une figure de bifurcation, il faut et il suffit que l'un des 
Bp s'annule. 

Qu'arrive-t-il maintenant quand on introduit des liaisons dans le 
système? 

Supposons d'abord qu'on assujettisse la masse fluide à être de révolu- 
tion autour de l'axe des z et symétrique par rapport au plan des xyr 
Comment ces conditions s'exprimeront-elles analytiquement? Elles signifie- 
ront que tous les coefficients Ap sont assujettis à être nuls, sauf ceux qui 
correspondent à une fonction 3/p dont les nombres caractéristiques j\ et 
Kj satisfassent à la condition: 

^i ^o, ■«, ^o{mod2). 

Que faut-il maintenant pour que l'ellipsoïde soit de bifurcation quand 
on envisage l'équilibre d'une masse fluide assujettie à ces liaisons? Il 
suffit que dans l'expression (5), le coefficient B^, de l'un des termes Ap 
qui ne sont pas assujettis à être nuls, change de signe. 

-Nous avons supposé que pour l'ellipsoïde A = Ä}_,, le coefficient de 
stabilité défini par les deux nombres J et n s'annulait; si nous avons: 

' y==o, «^"o{mod2) 

ce coefficient \3e stabilité est un de ceux qui multiplient un terme A^ 
non assujetti par les liuisoiis à être nul. 
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Si donc on envisage l'équilibre du système soumis aux liaisons que 
nous venons d'énumérer, rellipsoTde k = Kt,^, sera encore une figure de 
bifurcation. Pour la valeur de 

û, = Û^ „ + e 

on aura donc deux formes d'équilibre du système à liaisons, à savoir un 
ellipsoïde et une ligure (P* très peu différente. 

La figure (f, à cause des liaisons mêmes auxquelles elle est supposée 
assujettie, sera de révolution et symétrique par rapport ou plan des xy. 
Mais par suite de la nature même de ces liaisons, la figure (^ qui est 
en -équilibre en tenant compte des liaisons, restera en équilibre quand on 
les supprimera. Ce ne peut donc être que la figure elle même qui se 
trouve ainsi être de révolution quand j est nul. 

Supposons maintenant que j ne soit pas nul. 

ÂBSujettissons le système aux liaisons suivantes; la masse devra 
admettre pour plans de symétrie le plan des xy et les J plans: 



Ces conditions traduites analytiquement signifient que tous les coâfficients 
Aj, sont assujettis à être nuls, sauf ceux qui correspondent à une fonction 
M^ dont les nombres caractéristiques j\ et n, satisfont à la condition: 

j\ = o (mod j) , j\ + w, = o (mod 2} . 

De plus nous avons vu que parmi les fonctions N, les unes sont de 
la forme cos^jp et les autres de la forme sin/^; les coöfticienta do ces 
dernières seront tous assujettis à être nuls. 

Pour que l'ellipsoïde soit de bifurcation quand on considère l'équilibre 
d'une masse soumise à ces liaisons, il faut et il suffit qu'on voie s'annuler 
l'un des coefficients de stabilité Bp qui m(iltiplie un terme Al que les 
liaisons n'assujettissent pas à être nul. 

Pour l'ellipsoïde k^Kj^^-, les deux coefficients de stabilité définis par 
les deux nombres j et n s'annulent; or l'un d'entre eux multiplie un 
terme A\ que les liaisons n'obligent pas à s'annuler. 
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Donc, même dans le système à liaisons, l'ellipsoïde Äy,, sera une 
forme de bifurcation. Si l'on fait: 

on aura deux formes d'équilibre du système à liaisons, à savoir un 
ellipsoïde et une figure ^ très peu différente. 

La figure ^, en vertu de ses liaisons mêmes, aura J + i plans de 
symétrie. Mais ces liaisons sont de telle nature que l'équilibre de la 
figure 0" subsistera quand on les supprimera. La figure 0" n'est donc 
autre chose que la figure elle-même qui doit ainsi avoir J + i plans 
de symétrie. 

Je vais maintenant expliquer pourquoi les liaisons, dont il vient 
d'être question, sont telles que si une masse fluide est en équilibre en 
tenant compte de ces liaisons, l'équilibre subsistera encore quand on les 
supprimera. 

Pour simplifier l'exposition, je supposerai un seul plan de symétrie 
F qui pourra être, soit le plan des xy, soit un plan passant par l'axe 
des z. 

La condition d'équilibre de ta mas^e fluide supposée libre, c'est que 
le potentiel F, dû à l'action de toutes les forces qui agissent sur une 
molécule du fluide, soit constant sur toute la surface libre. 

Si on assujettit la masse fluide à être symétrique par rapport au 
plan P, cette condition se trouve un peu modifiée. Soit V le potentiel 
en un point quelconque de la surface libre, V le potentiel en un autre 
point de cette surface, symétrique du premier par rapport au plan P; 
la nouvelle condition d'équilibre sera: 

r + F = const. 

Supposons que cette condition soit remplie et que la masse fluide se 
trouve en équilibre sous l'action des forces extérieures et des liaisons, et 
soit par conséquent symétrique par rapport au plan P. Si les forces 
extérieures se réduisent k l'attraction et à la force centrifuge, elles seront 
elles-mêmes symétriques par rapport au plan P et on aura par conséquent: 

F=. r 
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d'où l'on déduit 

V = const. 

Cette condition montre que l'équilibre subsistera -encore quand on suppri- 
mera les liaisons. 

C. Q. F. D. 

Il résulte de cette discussion que les symétries que nous avions été 
conduits à attribuer à la surface 0, en partait de l'équation (4) qui 
n'était qu'approximative, lui .appartiennent rigoureusement, même quand 
on tient compte des termes d'ordre supérieur qui entrent dans son équa- 
tion exacte. 

Nous allons nous occuper maintenant de démontrer un résultat qui 
nous sera utile dans la suite. 

Si A est positif et très grand, l'ellipgolde est très voisin de la sphère 
et tous les coöfticients de stabilité sont négatifs. Si l'on fait décroître k, 
il arrivera un moment où un ou deux de ces coefficients s'annujeront. 
Quel sera le premier de ces coöfficients qui changera ainsi de signe? Je 
dis que ce sera celui qui correspond aux nombres: 

y = 2 , B = 2 . 

Appelons en effet R^ la fonction de Lamé correspondante et S, sa 
conjuguée. .Nous aurons: 

R, = k' -{- 1. 

Soit maintenant R, une autre fonction de Lamé et Sf sa conjuguée. Nous 
aurons: 

l 
R, = A{k'-\- lyD^^'ik" + 1)" 

A étant une constante. Nous supposerons que / + « est pair, sans quoi 
le coefficient correspondant à Ri ne s'annulerait jamais. 

Il s'agit de démontrer que la racine K,^i de l'équation 

U,8, R,8, 
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est plus grande que la racine Kj„ de l'équation: 
W,S, fi, S, 

Pour cela il suffit de démontrer que rexpresaion: 

B,S, _ RtSt 
5 2n + 1 

est toujours positive, ou bien encore que le quotient: 

est toujours croissant. 

Nous distinguerpns trois cas. 
1°. Supposons d'abord j' > r. 
11 vient alors: 

|i-^(i'+i)'-ï-V-(p + 1)-. 

A est une constante positive; {k* + i) * se réduit à i ou est toujours 
croissant; enfin îe dernier facteur D'*'{k^ + i)" est un polynôme entier 
en k dont tous les coefficients sont positifs et est par conséquent toujours 
croissant. 

C. Q. F. D. 

2". Supposons maintenant j = o; n = 2p. 
Il vient alors 



La dérivée logarithmique du i" nombre est donc 

D''y(k* + ifp k^ + i' 
Je veux démontrer qu'elle est positive, c'est à dire que 
iT = (A' + i)D"'+' — 2kD"' > o 
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OÙ Z*'*" et i)*''^' désignent les dérivées d'ordre 2p et 2^ + i de (A' + i)''. 
On trouve: 

{k'+ ly-V , ,[— k" „.,,,., ,„ 

d'où: 

-^2.|,| .p-, | .,-./ • <.='.»■ w 

Noua écrirpns pour abréger: 
et il viendra: 

Ive coefficient de 

dans F sera donc 

^ . {2q — 2p— 2)A^ + {2q — 2^ + 2)^,+ ,. 

Pour que F soit toujours positif, il suffit que tous ces coefficients soient 
positifs. Or comme tous les A^ sont positifs, il ne peut y avoir de doute 
que si 2ç — 2p — 2 est négatif, c'est à dire pour: 







q —p. 


La coefficient de 


J.' 


devient alors 

2A,„—2A,. 


Si nous écrivons 


V 


'il est positif, il viendra: 


ou bien: 




\lp\2p + 2 |2f|2j, 




jj,+ l|y-l|2 - |^|p 


ou bien encore: 




C2p + 2X2i> + ■) > I 
2-(î> +1) P 


■<"• »«»»««H«. 
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ou enfin: 

P{V + i) > > 

ce qui est évident; donc F est toujours positif. 

C. Q. F. D. 

3°. On peut supposer enfin: 

y ^ I , « ^ 2p + I . 
Il viendra 

B, , D"*'(.k' + I)"*' 

ou en désignant simplement par D* la k' dérivée de (ft' + i)*'.*' 

«, AD"" 
«■ ^ v/iMH" 

dont la dérivée logarithmique est: 

D"*' ^. 

D"+' i" + I ' 

pour qu'elle soit positive, il faut que 

i? =. (*■ + !)!)■»+■ _ kD"">fi. 
Or on a 

(k' + i)"+' =V , l^^ = — t« 

d'o4; 

B»" _ "EA.k"-"-' - V n — , \^^~ 1^ — f-»- '. 

lî l 'I» + ■ — g | Zi — zy — 2 

fe — P+ ", P+ 2, ..., JJJ + 1). 

Il vient donc 

F— (f + l)r^,(2î — 2JJ — îji"-"-' — *E^,4"-"-'. 
Le coefficient de 
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dans F sera donc: 

A(2Î— 2^— 3) + ^,+,(22— 2p). 
Ce coefficient ne pourrait être négatif que si l'on avtùt: 
2? — 2p — 3 < o 

ce qui ne peut avoir lieu que pour j =j) -f- i. 
Le coefficient de F devient alors 

Ecrivons que ce coefficient est positif, il viendra: 

1 2p + I I 2i> + 2 | 2p + I | 2p + 4 

^ | y + ^ \T *^ ^| p + 2 | f-l |2 

ou: 

3 ^ (2p + 3X2p + 4) 
V p + 2 



P{^P + 3X2i) + 4) — 3(P + 2) > o 



4?" + 14p' + 9^ — 6> o 



inégalité qui est vérifiée même pour p = 
Donc F est encore positif. 



C. Q. F. D. 



Nous devons conclure de cette discussion que si l'on fait décroître k 
depuis -f- 00 jusqu'à o, de façon que l'ellipsoïde d'abord très voisin d'une 
sphère s'aplatisse de plus en plus, on rencontrera une infinité d'ellipsoïdes 
qui appartiendront à d'autres séries linéaires de figures d'équilibre. Le 
premier que l'on rencontrera ainsi sera celui qui appartient à la série 
des ellipsoïdes de Jacobi et qui correspond au cas de j = n= 2. 
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% 12. Ellipsoïdes de Jacobi, 

Nous allons rechercher maintenant si parmi les cllîpsoTdes de Jacobi 
il y a des formes d'équilibre de bifurcation. 

Nous poserons comme dans le paragraphe précédent: 

^' = A» + c^ c* ^ I 

et nous ferons varier b' depuis o jusqu'à c' ^- i. 

A chaque valeur de i' correspondra une vuleur de k, que j'appel- 
lerai H et qui sera telle que l'ellipsoïde dont les axes sont k, ^k' + c' — b' 
et yV"+~î soit un ellipsoïde de Jacobi. 

Voyons quelle relation lie &' à H. 

Parmi les fonctions de Lamé du 2** ordre, je citerai la suivante: 

Nous l'appellerons B.^ ; en effet si on fait i' = o, elle se réduit à &' + i ; 
c'est donc bien une des deux fonctions que nous avons appelées R^ dans 
le paragraphe précédent et qui se réduisaient toutes deux à Ä' + i pour 
6' = o; nous réserverons la notation ü, à la seule fonction p y^' — 6' , 
à laquelle correspondront une fonction -S, et deux fonctions: 

M^ = (i v'/i' — h*, N^ = V ijb' — k'. 

Si l'on fait tourner l'ellipsoïde E d'un angle infiniment petit autour de 
l'axe des s, de façon à lui faire occuper la position E'; puis que l'on 
appelle C la distance des deux ellipsoïdes E et E' comptée normalement 
à l'un d'eux, on trouvera aisément: 

Aj étant une constante infiniment petite. 

Mais si l'ellipsoïde E est un ellipsoïde de Jacobi, son équilibre sera 
indifférent et ne sera pas altéré quand on fera tourner la figure d'un 
angle quelconque autour de l'axe des z. L'équilibre subsistera quand 
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on fera varier A^ d'une manière quelconque. Donc le coefficient de 
stabilité correspondant devra être nul, c'est à dire que l'on devra avoir: 

I{,8, ffisr, 

(.) ^-"r=°- 

Telle est l'équation qui lie H a b' et qui exprime que L' ellipsoïde E est 
un ellipsoïde de Jacobi. 

Cela montre qu'à chaque valeur de i' correspond une valeur de H 
et une seule. Lorsque &' tend vers c', cette valeur de H tend^vers o. 
On sait en effet que quand œ tend vers o, le rapport du petit axe au 
moyen, dqns l'ellipsoïde de Jacobi, tend vers l'unité et que le rapport 
du petit axe au grand tend vers o. 

Pour qu'un ellipsoïde de Jacobi soit de bifurcation, il faut qu'un 
autre de ses coefficients de stabilité s'annule, ce qui exige que l'on ait: 

R,S, B,8. R,St 

n étant l'ordre de la fonction R^. 
L'équation: 

R,S, RtSi 

(3) ^ — i;rTT = ° 

aura une racine que j'appellerai K„ pourvu que iî, ne soit pas divisible 
par vX^^- 

Les équations (2) se réduiront donc à 

11= K^. 

Pour y = o, on revient au cas du paragraphe précédent, et on a vu à 
la fin de ce paragraphe que: 

ä > K, 

car la plus grande des valeurs de k pour lesquelles un coefficient de 
stabilité s'annulait, était précisément K^^ c'est à dire H. 
Voyons maintenant ce qui se passe pour b^ = c' = 1. 
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La fonction B, se réduit à 

^(^■-i)Vv-0- 

h étant un entier plus petit que n. En particulier i?, se réduit à 

Il résulte de là que si Ä n'est pas nul, l'équation (3) est satisfaite pour 
/>' = I. Par conséquent poijr i' = c', A', devient nul et égal à //. 
Au contraire si A = o, iîj se réduit à 

AD-{p'-v)- 

et Ki est positif et par conséquent plus grand que //. 

Si donc h est nul, l'équation H = K, est satisfaite au moins une 
fois, et certainement un nombre impair de fois. 

Nous pouvons discuter égalemept l'équation: 

Nous devons rechercher d'abord dans quels cas le rapport -0; est 
toujours croissant. 

Si nous laissons de côté comme il convient les fonctions iî, divisibles 
par ^/^' _ c', la fonction iî^ peut affecter 4 formes différentes, à savoir: 

^ = G"'-«,){/»'-«,) •■•(/''-■>,) 

■K. = P<Jp' — li'(p' — «,)(/>' — «,)<.. {p' — (!,_,) 
si » = 2;) et 

■B. — Pip' — 'ùiP — ",)■■■ (/>' — «,) 

B, = ^p^rf-{p' — a,)(^' — a,) ... {p' — a,) 

si n = 2^ + I. Les a sont dee quantités positives comprises entre o et 
c' et que je suppose rangées dans l'ordre décroissant. 
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Tous les a étant plus petits que c', tous les facteurs p* — a seront ^ 
croissants quand />' croîtra de c' à + oo. De même tous les a étant 
positifs, le rapport 

p' — « 
P 

sera constamment croissant. £n£n le rapport: 



sera croissant si a est plus grand que h*. 

- Dans les quatre cas possibles, nous pourrons écrire: 



Ri 



M/'' -a,)... {/.'-«,) 



Ä, 



{/*' — «i)(-»* — Oj) ■ • -. («o' — a,_,) 



Kj p' — "i / I \ / î \ 

}j;='— ^G» -«.) ■■■(,» -<■,)• 

Tous ces facteurs seront croissants si a, est plus grand que ô', ou bien 
encore si iï, est divisible par <^p* — fc*. Dans «es deux cas le rapport 

~ sera toujours croissant 

Il suit de là que l'équation (4) ne pourra avoir de racine que si 
H, n'est pas divisible par ^Jp' — y et a tous ses zéros inférieurs à b'. 
Les seules fonctions B^ qui satisfassent à ces conditions, sont celles que 
nous avons représentées par la notation iïj,, et qui pour i' := c' = i se 
réduisent à 

Air{p^—i)'. 

Les équations (2) ne peuvent donc être satisfaites si Rf n'est pas égal à 
ÜJ^,, et si Äj = Bl ,, nous avona vu qu'elles peuvent toujours l'être. 

Il resterait à établir qu'elles ne peuvent l'être que d'une seule 
manière. 
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Bien que diverses raisons me fassent penser qu'il en est probable- 
ment ainsi, je n'ai pu encore le démontrer rigoureusement II y aurait 
surtout intérêt à établir cette proposition en ce qui concerne la plus 
simple de toutes les fonctions ltl_^, c'est à dire en ce qui concerne: 

K» = lp[5p'—2{b' + O + ^4b* - 7b'c' + 4«'J. 

Il faudrait pour cela des calculs qui seraient sans doute fort longs, mais 
qui ne seraient pas inextricables. 

Soit (7, le coefficient de stabilité qui s'annule quand les équations 

RjSi _ g, S, _ RlnSJn 

3 ~ 5 ~ 2n + I 
sont satisfaites. 

Siipposons que b' croisse depuis o jusqu'à i ; nous verrons tous les 
coefficients C, s'annuler successivement. 

On peut se demander quel est celui qui s'annule le premier. Je 
vais démontrer que c'est C^. 

Il suffira pour montrer qu'ih en est ainsi, d'établir que le rapport 

^ (ou « > p) 

est toujours croissant quand p^ croit de c' à l'infini. 

On le vérifie aisément quand &* = o et quand &* = c'. 

Supposons maintenant que h^ soit quelconque. Soient li^ et Tîp les 
valeurs de B qui correspondent aux fonctions Rl„ et flj.,. Pour que 
le rapport: 

ne fût pas constamment croissant, il faudrait, comme on l'a vu au § lO 
que l'équation en />' 

^, = [«{« + ,) —p{p + ,)]^/ _ (ß„ — n;} = o 

eût une racine supérieure à c*. Je dis que cela est impossible. . 



.Google 



Sur l'équilibre d'une masse fluide animée d'un mouvement do rol&iion. 345 

En effet l'expression suivante: 

s'annule pour p' = 6' et pour />' = c*; car ces valeurs annulent à la 

foiB — ~- et — -^. 
de ds 

Il faut donc que dans l'intervalle compris entre t' et c', l'expression 

s'annule au moins une fois. Or iïi_, et Bi_, ne peuvent s'annuler puis- 
que tous leurs zéros sont inférieurs à i*. Donc ^ devra s'annuler pour 
une valeur de />* comprise entre b' et c'; cette expression, qui est du 
i" degré en /)* no pourra donc pas s'annuler pour une valeur p^ plus 
grande que c*. 

C. Q. F. D. 

Nous devons donc conclure que C^ est le premier coefficient qui 
s'annule. 

Les eJlipsoldes de Jacobi pour lesquels un des coöfficients C\ s'annule 
sont des ellipsoïdes de bifurcation. A chacun de ces coefficients correspond 
donc une nouvelle série linéaire de formes d'équilibre. Que savons-nous 
sur les figures qui font partie de ces différentes séries linéaires? 

Soit ûi, la valeur de ia vitesse angulaire pour laquelle le coôfficienff 
C, s'annule; soit e une quantité infiniment petite. Pour la vitesse an- 
gulaire a>, + e, il y aura deux figures d'équilibre possibles, à savoir un 
ellipsoïde et une surface S qui en diffère infiniment peu et qui a pour 
équation: * 

{5) C=6lMl^Nl^. 

Dans cette équation, C, & ^^ l ont la même signification que dans le 
paragraphe précédent, et Ml,, Ni_, sont les fonctions-conjuguées de ßj_,. 
La fonction M^, ne contient en facteur ni y'c' — ft* ni y/^* — *•; de même 
la fonction N^, ne contient en facteur ni ^t' — v' ni y'fc' _ t,'. Donc C 

Aela ■MArniillia. T. tnprlD« le tO Baptsmbre lUB. 44 
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ne change pas quand un de ces quatre radicaux change de signe, c'est 
à dire quand y se change en — y, ou bien ^ en — z. 

Cela veut dire que les plans des xz et des xy sont des plans de 
symétrie de la surface S. 

Si maintenant « est pair, Ml,,, Nl^ et par "conséquent C ne changent 
pas quand on change /i en — /* ou v en — v; cela revient à dire que 
C ne change pas quand on change x en — x ou que la surface 8 est 
symétrique par rapport au plan des yz. 

Cette syméirie n'a pas lieu si n est impair; C se change alors en 
— C quand x se change en — x. 

Ainsi la surface S admet, si » est pair, les mêmes plans de symétrie 
que l'ellipsoïde dont elle dérive, et si n est impair, elle n'est symétrique 
que par rapport aux plans qui sont perpendiculaires au petit axe et à 
l'axe moyen. Dans tous les cas, elle est symétrique par rapport au 
grand axe. 

Ce grand axe n'est pas l'axe de rotation et si n est impair, la surface 
S n'est pas symétrique par rapport à l'àxe de rotation. Il est vrai que 
l'équation (5} sur laquelle nous venons de nous appuyer pour établir 
ces résultats n'est qu'approximative et qu'on y a négligé les quantités de 
l'ordre de â^. Mais on montrerait par un raisonnement, de tout point 
semblable à celui du paragraphe précédent, que les symétries auxquelles 
nous conduit l'équation approximative (5) subsisteraient encore si on la 
remplaçait par l'équation exacte de la surface S. 

Cette surface a donc rigoureusement deux plans de symétrie si n est 
jmpair, et trois si n est pair. 

Parmi les surfaces 8, nous distinguerons la surface 1^ qui correspond 
au coefficient de stabilité C^ Quelle est son intersection avec l'ellipsoïde 
dpnt elle dérive? Pour avoir cette courbe, il suffit d'écrire que C eat 
nul, ou que 

3fo% = o, NI, = o 

ce qui donne; 



/i = 0, 



y/ 2(6' + c') — yV* — 7fr'e' + 4c' _ 



Cette intersection se compose donc de l'ellipse principale, section de l'ellip- 
soïde pur le plan des yz et de deux lignes de courbure de cet ellipsoïde. 
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Cela n'est vrai, bien entendu, qii'approximütivenient et en négligéunt le 
carré de d. 

La figure représente en projection sur l'un des deux plana de sy- 
métrie la surface I^ et l'ellipsoïde dont elle dérive. 



Le contour apparent de l'ellipsoïde est représenté en trait pointillé, le 
contour apparent de 2^ et l'intersection des deux surfaces en trait plein. 
On a couvert de hachures la portion de la surface 2", qui est vue à 
travers l'ellipsoïde. 

On voit d'après cette figure comment on passe de l'ellipsoïde de 
Jacobi à la surface 2'^. La plus grande portion de la matière semble 
se rapprocher de la forme sphérîque, tandis que la plus petite portion 
de cette même matière Sort de l'ellipsoïde par l'extrémité du grand axe, 
comme si elle voulait se séparer de la masse principale. Qu'on me par- 
donne d'employer un langage aussi dépourvu de précision mathématique. 



g 13. Petits tnouvetnents d'un elHpsoide. 

Imaginons d'abord une masse fluide homogène rapportée à des axes 
fixes; et supposons que ses molécules s'attirent suivant la loi de Newton 
et que chacune d'elles soit soumise en outre à une force dont les com- 
posantes suivant les trois axes soient ax, ßy ot ys. Les coefficients a, 
ß et f devront être choisis de telle sorte que la masse soit en équilibre 
absolu sous la forme de l'ellipsoïde: 

-.+ ^r, + -A-.= : 

p p — p — c 
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Supposons muintenant que lu masse soit dérangée de cette position d'équi- 
libre, de telle façon que les coordonnées de la molécule {x,y,z) devien- 
nent X + dx, y •\- dg, + dz. Nous imaginerons que dx, ây, di sont 
tels que: 

dxdx + âydy + dzdz = rfjc 

soit une différentielle exacte et que: 

dx ^ dy dz 

Pour l'équation de continuité, nous devons avoir: 

de sorte que nous pourrons écrire: 

* jj = XSBMN 

les ^ étant divers coefficients constants et R, M, N étant les fonctions 
de Lamé. 

Les composantes de la vitesse de la molécule {x,y,z^ sont: 

dV dV ''V 

U ^ i— . W ^ ' -- > MI ^ — — , 

dxdt' ^ di/dt* ^- dxdt 

La demi-force vive T aura alors pour expression: 

- f{ti' + tî' + w^dxdydz 

rintégrate étant étendue à tous les éléments du volume de l'ellipsoïde. 
Mais en vertu du théorème de Green, cette intégrale peut être remplacée 
par la suivante; 



i/^M 



uâydz + vdxdz + wdxdy) 
en tenant compte de l'équation de continuité, ou bien encore: 

1 / da dV . 
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Dans cette expression âta désigna un élément quelconque de la superficie 

de l'ellipsoïde et -jt-|^ dn est l'accroissement de la fonction -^ quand le 

point correspondant subit un déplacement dn dans une direction normale 
à l'ellipsoïde. 

Cherchons à évaleur -ttt-- Nous trouverons; 

et 

dtdn ^ dt dp dn 

Or on a: 

l ayant la même signification que dans les paragraphes précédents. 
On en conclut: 



^=il/(^H(§f^.^.) 



lyj(p'-b'){p^~e')dtO 



la fonction de Lamé M^ pouvant être identique ou non identique à la 
fonction M et la sommation indiquée par le signe ^ s'étendant à tous 
les systèmes de fonctions de Lamé iVf et Jlf,, 
Mais si l'on tient compte de l'équation: 

flMNM^N^dm = o, {M^ M^) 

il viendra simplement: 

Soit maintenant U l'énergie potentielle de la masse fluide dans une 
position quelconque et U^ la valeur de cette énergie dans la position 
d'équilibre. Nous avons vu au § 9 que l'on a: 

HS 



ü~U,-..-£A'{,l-^)flM'ti' 



'da>. 
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Ici n désigne l'ordre de la fonction R, g est la forée Monnaie qui agit 
en un point quelconque de la surface de l'ellipsoïde. Enfin on suppose 
que le déplacement d'une molécule quelconque de cette surface, estimé 
normalement à l'ellipsoïde a pour expression 

Y.ÅIMN. 

Dans le .cas qui nous occupcf, ce déplacement est égal à -^ ou à: 



Sf^*^l=5:s3fj^^^(7=î5(?r 



.dR , 



Les équations du mouvement seront: 



ce qui donne 

Cette équation montre, ce que nous savions déjà, que l'équilibre est stable 
pourvu que tous les coefficients: 

, ES 

soient positifs, et elle nous apprend en même temps à calculer les 
périodes des oscillations infiniment petites de notre masse fluide. 

Avant d'aller plus loin, nous allons calculer en restant dans l'hy- 
pothèse précédente, le moment de la quantité de mouvement par rapport 
à l'axe des s. Nous représenterons ce moment par la lettre M. 
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Nous aurons: 

M-M,+M,- f[(g +åy)^-(x + à) ^] dxdgd! 

OÙ 

Le premier terme M^ peut se calculer immédiatement. I^e théorème de 
Green donne en effet: 



^. -/^'''"(î' 



coa a — X COS Ä 



dot désignant toujours un élément de la surface de l'ellipsoïde, et coso, 
cosyî, cos;* étant les cosinus directeurs de la normale. 
On trouve alors; 

ff cosa — X 008^ = klMjNj 

où Mj et N^ désignent comme dana le paragraphe précédent deux fonc- 
tions de Lamé conjuguées: 

fl<J/i' — 6' et yy'fc' — v' 

et k UD coefficient dépendant seulement de p et égal à: 

— Cyje* — b' <t/p* — e'. 

Si l'on appelle f, le coefficient de B^M^N^ dons l'expression de j5, 
il. reste simplement: 

Calculons maintenant Jtf,; le théorème de Green nous donnera encore: 
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Nous allons nous occuper de calculer le facteur: 

F = j-coaa — ^cos/î. 

Noua remarquerons pour cela que si l'on pose avec Liouville: 

on a: 

cosa = — rt coaff = , ^. , C08r = -, : 

P ' p' — t' • p' ~r:' 

ce qui donne; 

- NouB pouvons encore exprimer F d'une autre manière. Donnons & x, y 
et z des accroissements 

ÄC = — ås- . ^ — ,, , % = (?s-^ , dz =^o 
p* — b' •' p* 

il en résultera pour la fonction ip un accroissement df et l'on aura: 

Il importe de remarquer que si le point {x,y,2) est sur l'ellipsoïde, il 
en est de même du point infiniment voisin (x -\- dx, y -^ dy, z + dz). 

Nous allons maintenant utiliser une remarque de Liouville, grâce 
à laquelle les fonctions de Lahé peuvent être ramenées aux fonctions 
sphériqucs. . 

Soit f = RMN le produit de trois fonctions de Lamé conjuguées 
d'ordre w. Changeons de variables en posant: 



Si le point {x,y,z) se trouve sur l'ellipsoïde 
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le point correspondant (X, T, Z) se trouvera sur la sphère: 

X» + F» + Z' = I 

et pour tous les points de cette sphère, la fonction f sera égale à une 
constante multipliée par une fonction sphérique de degré n. Nous pour- 
rons écrire 



^ étant un polynôme homogène de degré n en X, Y et Z et satisfaisant 
à l'équation: 

dX' '^ d¥* ~^ dZ' 



et e étant une fonction de X, Y et Z -qui est constante en tous les 
pointa (le la sphère de rayon i. 
Nous aurons d'autre part: 





àX -^^ ~ =-" — ds~-^~ as ^- 


et de même: 






X 




dY == ds ,—. ri> oZ — o. 


On ftur*- dans 


. les mêmes conditions: 




ds = o, ä<f == sâ4> -^ s (,^<îX + ^^fîl'] 


d'où: 






â. p^p'-.A^'dY ' dx) 


et enfin: 






F^UJp^-Ax%-Y%\ 



Il eat aisé de vérifier que si est un polynôme homogène de degré 
n, en x, y fit z satisfaisant à l'équation: 
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il en sera de mémo <le: 



' dX' 



Il en résulte que si f est égal à une constante multipliée par le pro- 
duit de trois fonctions de Lamé conjuguées et d'ordre n, F sera de la 
forme Huivante: 

F=l{a,M\N\ + a,M;iV; +'...+ a,Af;JV;). 

Dans cette expression, ai, a,, ..., a, sont des quantités qui restent con- 
stantes sur toute la surface de notre älipsOi'äe et M\, JVJ; M'j, N",; ...; 
JUTp, N'f sont des systèmes de fonctions de Lamé conjuguées et gui sont 
toutes d'ordre n. 

Nous dirons pour abréger qu'une somme de la forme: 

a,M\N[ + a,3/;A'i + - . . + a^M;N; 

est une somme de Lamé d'ordre n. 

Si alors nous avons, comme nous l'avons supposé plus haut: 

il viendra: 

Hi étant une somme de Lamé de même ordi:? que les fonctions R, M, N. 
Ainsi les coSfficients d'une même indéterminée Ç seront de même ordre 
dans l'expression de p et dans celle de F. 
Il vient alors: 



Remarquons que l'intégrale: 

fin,M,N,d<o 



fla>. 



est nulle si les sommes B, et MtN^ ne sont pas de même ordre. 

Nous dirons pour abréger que l'indéterminée f, est de rang « si les 
fonctions R„ M, et N^ sont d'ordre n. 
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Il résulte de ce qui précède que l'on a: 

les A,t étant des coefficients constants qui sont nuls si les indéterminées 
f, et ft ne sont pas de même rang. 

Nous ne nous sommes occupés jusqu'ici que des petits mouvements 
absolus d'un ellipsoïde rapporté à deux axes fixes. Passons maintenant 
au cas des petits mouvement« relatifs d'un ellipsoïde fluide rapporté à 
un système d'axes mobiles tournant avec une vitesse uniforme eu autour 
de l'axe des z. 

Envisageons les équations générales de l'hydrodynamique: 

du du du du „ dp 

dt dx dy dz dx 

où u, V, w désignent les composantes de la vitesse; X, Y, Z les com- 
posantes de la force; p la pression, et où la densité de fluide est prise 
pour unité. Nous aurons d'ailleurs: 

V dV V dF , „ dV 

dx dy dz 

où V représente le potentiel des forces et où — mv et û»a sont les com- 
posantes de la force centrifuge composée. Si nous posons: 



et si nous négligeons le carré de u, v, w en observant que les mouve- 
ments doivent être très petits, il viendra: 

dn , dé 



(2) 



dv dd> 

Ti-^*"''=dy 

dw dip 
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avec l'équation de continuité: 



On en tire aisément: 

(3) 






Cette équation ne suffit pas pour déterminer la fonction ^. Il faut pour 
achever de connaître cette fonction, tenir compte de cette circonstance 
que la pression doit être nulle sur toute la surface libre. On doit donc 
avoir sur cette surface: 

tp=V. 

Pour pousser plus loin cette analyse, envisageons séparément un des 
mouvements élémentaires dans lesquels on peut décomposer tous les 
petits mouvements de l'ellipsoïde. Soient ôx, dy, âz les déplacements in- 
finiment petits d'une molécule et écrivons: 

Ôx = e"'e, ây = e'^Tj, àz = e'*'f 

f , ]j et C ne dépendant que de a:, y et ^. Les équations {2) et (3) de- 
viendront alors: 



_:¥. 



-,A"+ 2<0«f=*l 



(4) 



° di 



■i'4\ 






où ^, ne dépend que de x, y et z. 

Voyons maintenant ce que devient la condition relative à la surface libre. 

Soient cosa, cos^, cos;* les trois cosinus directeurs de la normale 
en un point de l'ellipsoïde et supposons que l'on ait en tous les points 
de cette surface 

ÇcoB« + ]j C08/9 + fcos^ = ^AJM|,N^ 
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le second membre étant une série développée suivant les produits M^Nt 
de deux fonctions de Lamé conjuguées. Une formule du § 9 nous don- 
nera, en tous les points de' la surface libre 

L'équation ^ = V se réduit donc à: 

(5) ^,=-,^i:A.(f-^'-)M.N.. 

D'autre part les équations {4) nous donnent: 

dé, , dé, , dé, . dé, . dé, 

• ' X + 2 mi À 2 ' eut - ' l 

» dx dij dy . dx . d» 

^ XiX' — 40,') ' ' '>i(i'-4«,')~ ' C = — ^i - 

d'où ■ ^ 

Y, (f cosa + 3^008^ + Ccos^) 

Sd-freosa dipcoaß , dé,/ ta*\(MSj-~\ , .["rft*. cos« , dé,eoBii\ 

■ = 4^— + f -T^ + lë (' -1^) -rJ + K^— + i&-r} 

Mais nous avons trouvé plus haut: 

COS a X 

""•ß „ ,-i r-, ,- i !J_ 

-r-f"J/>- » v'/>' - ''p—Tf- 



, ,-z .- =^^^^=^(gcosa + »cosjg + ^cos^) 

VV/i —h't/p' — c- 
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ou enfin 

^^^ ** L-rf^^ + ^ /,' - fc* + IT l * — FJ p^^^] 

Ldy p' rf*/)' — 6'J p^jy — b^^ip' — c' 

liC problème est donc rumcnc à trouver une fonction ^^ qui satis- 
fusse à la dernière des équations (4) à l'intérieur de l'ellipsoïde et hux 
équations (5) et (6) sur la surface de rellipsolde. 

Supposons donc d'abord que to soit nul; la dernière équation {4) se 
réduira à 

A^j = o 

de sorte que nous satisferons à la fois aux équations (4) et (5) en faisant: 

Dans cette expression iîj est la valeur que prend B^ sur la surface de 
l'ellipsoïde. 

De cette expression, on déduira pour tous les points de la surface 
de l'ellipsoïde: 

dRt 

dxp'^ d) p' — f^ di p' — c- ^ Z^ '\ 3 sii+ijpll, ' ' 

de sorte que l'équation (6) se réduit à; 

dB, 

,_ 4^aTa (2&— îi^*-) -* it.N. = -'' ^ -EA.M.N,. 

i-^ \ 3 2n+l/^K, ^y(^._t>)(,,' — e") 

Pour que cette équation soit satisfaite, il faut et il suffit que tous 
les coefficients Å, soient nuis, excepté un que nous appellerons Â^, et 
que A satisfasse à l'équation; 

/«.S, K,n,\dR, ,,„ 

'»■r(-^- j;^) -/^^(p'-nf' -c-)-X n,. ^ O. 
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On est donc ainsi conduit pour les périodes des diverses petites 
oscillations possibles aux mêmes valeurs que par l'équation (i). 
Nous allons maintenant supposer que io n'est pas nul. 






la dernière des équations (4) deviendra: 

./*' "•" dy' ■•" rf*" 
Quand le point (x, y, z) décrira l'ellipsoïde E qui a pour équation: 



le point (3;, y, z') décrira l'ellipsoïde E' qui a pour équation: 

p p' — b p — c 

Nous appellerons R', M' et N' les fonctions de Lamé formées à l'aide 
de l'ellipsoïde E', et /' la quantité qui joue par rapport à l'ellipsoïde E' 
le même rôle que l joue par rapport à l'ellipsoïde E. 

Nous appellerons ces«', cos^, cos;^ les cosinus directeurs dela nor- 
male en un point de la surface de E'^ Nous poserons de même: 



de môme que l'on a, d'après les notations de Liouville: 
Il viendra alors pour un point de la surface de E'% 

CÖ9 a' X coa/ï y cos j-' a 
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d'où: 

dé, X , dé, y , dé, r*» l /dé, , , dé, „ , dé, ,\ 

dx p^ ' dy f>^ — b' ' dz p' — c' F \ da; 'dy '^ ' de '/ 



d^, X dlp^ y I /(/(i, , dip, 

dy /)' dx p* — 6' K \ dy dx 



co&fry 



Considérons maintenant un point quelconque de l'ellipsoTde E ayant 
pour coordonnées elliptiques ju et i^ et pour coordonnées ordinaires x, y 
et z; considérons ensuite le point correspondant de rellipsoTde E ayant 
pour coordonnées ordinaires ic, y et 2" = - et pour coordonnées elliptiques 

/i' et v' (dans le système dérivé de l'ellipsoïde E'). Soit JiJ une fonction 
quelconque de Lamé de la coordonnée ß et 2^^ la fonction conjuguée de 
la coordonnée v'. A chaque point de E correspond comme nous l'avons 
vu un point de E' et réciproquement. A chaque système de valeurs de 
H et V correspond donc un système de valeurs de j«' et v' et réciproque- 
ment, de sorte que le produit M'^N'^ qui dépend de /x' et v' pourra aussi 
être regardé comme fonction de /i et i«; à ce titre, il pourra être développé 
en une série ordonnée suivant les produits de Lamé MtN^ dérivés de 
l'ellipsoïde E. On bura donc: 

(7) m;n-, = Tb,,^m,n,. 

Nous allons maintenant, à l'aide de la remarque de LlopviLl,E dont 
noua avons déjà fait usage plus haut, montrer que dana le second membre 
de l'identité (7) n'entrent que des fonctions de Lamé de même ordre que M'^. 

En effet, d'après cette remarque de Liouville si l'on pose: 

P ^y — f ^.ip' _ c' vV»' — '■■" 

le produit Ü/J JVJ sera sur la sphère : 

X' + r' + Z' = I 

une fonction sphérique de môme ordre que il/J et le produit M^N^ une 
fonction sphérique de même ordre que M^. L'identité {7) ne peut donc 
subsister que si toutes les fonctions de Lamé qui entrent dans le second 
membre sont de même ordre que M"^. 
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Ce second membre n'est donc pas une série iiißnie, mais un polynôme 
formé d'un nombre fini de termes. 

De plus dans ce second membre ne peuvent entrer que des fonctions 
de Lamé présentant les mêmes symétries que M'^. Si par exemple 3fJ 
est divisible par y'^^' — b', il devra en être de m^me de toutes les fonc- 
tions Ml. 

Nous renverserons l'identité (7) en écrivant; 

La fonction ^^ devant satisfaire h la dernière des équations (4) pourra 
s'écrire: 

i&, = i:»,B;jif;iv; 

les 7>, étant des coefficients constants et les R'^, M'^'^ N'^ étant des fonc- 
tions de Lamé dérivées de l'ellipsoïde E'. 

A la surface de cet ellipsoïde, nous aurons: 

en tenant compte de (7), de sorte que l'équation {5) se ramènera aux 
équations: 

(8) _4,^.(M._^) = 5:,z).b.„ä;. 

On a d'autre part à la surface de E'i 

D'autre part il résuit« de l'analyse faite plus haut à propos des moments 
des quantités de mouvement que l'on a sur toute la surface de E" 

oy p das p' — 0' i- • 

les F étant des constantes et les M'^ et N", des fonctions de Lamb de 
même ordre que M',, mais ne présentant pas les mêmes symétries. Si 
M'^ contient en facteur yjf/' — c" il en est de même de M't et réciproque- 
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ment, mais si M'^ contient en facteur y///» — b'*, Afî ne le contiendra pas 
et inversement. 

Noua écrirons en tenant compte de (7) 

ce qui donnera enfin: 

dy p* dx p — fc* • '■ 

L'équation (6) se ramène alors aux égalités: 

Il s'agit maintenant de disposer de Å, des D, et des At de façon à MtÏR- 
faire aux égalités (8) et (9). 

Or on pourra arriver à ce résultat en supposant d'abord que tous 
les At et tous les D, sont nuls, sauf ceux qui se rapportent à des fonc- 
tions de Lamé d'un certain ordre, d'ordre n par exemple. Il restera alors 
2n + I équatl&ns (8) et an + i équations (9) entre Å, les 2» + i coeffi- 
cients At et les 2» + I coöfficienta D^ qui se rapportent aux fonctions 
de Lamé d'ordre n et qui psf conséquent ne sont pas nuls, d'après la 
convention précédente. Cela fait en tout 4n -f 2 - équations linéaires et 
homogènes par rapport aux ^n -\- z coefficients A^ et D, . 

Si on élimine ces 4« + 2 coefficients entre ces 4n + 2 équations par 
le moyen d'un déterminant, on obtiendra une équation qui déterminera 
les périodes ^ des oscillations infiniment petites de l'ellipsoïde. Il importe 
de remarquer que Å n'entrera pas dans cette équation seulement explicite- 
ment, mais que lea coefficients B,,,, 0^,», -j^, AJ qui entrent également 

dans cette équation dépendent de Å. Néanmoins, même en tenant compte 
de cette circonstance, l'équation est algébrique en Å. 

Il y aura une infinité de pareilles équations en X que l'on obtiendra 
en considérant successivement les fonctions de Lamé du 2", du 3"*, ..., 
du n' ordre, etc. Pour la stabilité il faut et il suffit qu'aucune de ces 
équations n'ait de racine imaginaire. 
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Ce qu'il faut surtout retenir, c'est que dans un mâme système d'équa- 
tioDS (8) et (9) n'entrent que les ooSfficienta qui se rapptM'tent aux foocUong 
de L&HÉ d'un même ordre. 

Si donc nous écrivons la valeur de ^ relative à une oscillation in- 
finiment petite obtenue en considérant l'une des solutions d'un système 
d'équations (8) et (g), on trouvera: 

(ft - e'"2:D,af;iv;iï;. 

Dans la soiuiae du second membre n'entrent que des fonctions de Lamé 
d'un même ordre, d'ordre ft par exemple. Une pareille oscillation infini- 
ment petite s'appellera un mouvement harmonique d'ordre n. 

Il résulte de ce qui précède que deux mouvements harmoniques 
d'ordres différents sont indépendants l'un de l'autre, c'est à dire que l'on 
peut imposer à la masse fluide, comme liaison, la condition de ne pouvoir 
éprouver d'autres déplacements que des mouvements harmoniques d'ordre 
n sans que les 2n -(- 1 mouvements harmoniques d'ordre n possibles 
soient altérés. 

Nous pouvons encore énoncer ce résultat d'une autre manière. ' 

Dans un mouvement harmonique d'ordre n, on a sur la surface de 
l'ellipsoïde de J?: 

Mt et N^ étant des fonctions de Laué d'ordre n et les At des coefficients 
constants. Sur la surface de cet ellipsoïde, le potentiel V s'exprime donc 
par une somme de Lamé d'ordre n. 

Imposons-nous donc la liaison suivante: que les déplacements de 
notre masse fluide soient toujours tels que le potentiel s'exprime à la 
surface libre par une somme de Lahé d'ordre n. En tenant compte de 
cette liaison, on trouvera, que certaines petites oscillations de la masse 
sont possibles. On cherchera tous les systèmes d'oscillations possibles en 
supposant que la valeur de F à la surface soit assujettie à être une 
somme de Lahé d'ordre 2, 5, ..., n, ..., ad inf.; on composera ensuite 
tous ces systèmes d'oscillations, d'après la règle ordinaire de la composition 
des petits mouvements, et on obtiendra de la sorte tous les petits mouve- 
ments possibles du système, en le supposant délivré de toutes ses liaisons. 
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Mais il y a plus. J'ai dit que dans une méinc équation (S) ou dans 
une même équation (9) ne peuvent entrer que des coefticiente Â^ et D, 
se rapportant à des fonctions de Lamé d'un même ordre. On peut ajouter 
que dans une même équation (8) ou dans une même équation (9) ne 
peuvent entrer que des A^ et des D, se rapportant tous à des fonctions 
de Lamé qui ont comme facteur y'c' — n* ou yjc'* — //*', ou bien des A, et 
des Z), se rapportant tous à des fonctions de Lamé qui n'admettent pas 
ce facteur. Si la fonction M^ ne contient pas le facteur ^Jc' —/*', le 
produit MtNt est symétrique par rapport au plan des xif; (c'est à dire 
qu'il ne change pas quand on change 3 en — s) il ne l'est pas dans le 
cas contraire. 

Voici quelle est la conséquence de ce fait. Supposons que l'on 
cherche à trouver tous les mouvements harmoniques possibles d'ordre n 
que nous appellerons H. Imposons-nous d'abord la liaison suivante: que 
la valeur superficielle de V soit une somme de Lamé d'ordre n et symé- 
trique par rapport au plan des xtf. Nous trouverons qu'en tenant compte 
de cette liaison, il y a certaines oscillations possibles H'. Imposons-nous 
maintenant une autre liaison: que la valeur superficielle de F soit une 
somme de Lamé d'ordre n et change de signe avec 2. En tenant compte 
de cette liaison, il y aura certaines oscillations possibles H". Si nous 
composons ensuite les oscillations H' et H" d'après la règle ordinaire de 
la composition des petits mouvements, nous aurons tous les mouvements 
S possibles. 

Ces régies permettent d'envisager séparément les mouvements harmo- 
niques d'ordre n sans tenir compte des mouvements harmoniques d'ordrö" 
différent qui pourraient exister simultanément. 

Un cas particulier où les équations (8) et (9) se simplifient consi- 
dérablement, c'est celui oh l'ellipsoïde E et par conséquent l'ellipsoïde E' 
sont de révolution. Il arrive alors que tous les coefficients Bj,^^ sont nuls 
quand k est différent de q et que Ton peut prendre; 

Une dernière remarque: pour que l'analyse précédente puisse t$'appli- 
quer, il faut, à ce que l'on croit d'abord, que l'on ait: 
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ce qui obligerait Å à rester compris entre certaines limites. Cependant il 
est aisé de voir que ces résultats subsistent quelle que soit l'hypothèse 
faite sur la valeur de Jl. En effet il semble d'abord que les fonctions 
de Lamé R', M' et iV ne sont définies que lorsque les axes de l'ellipsoldo 
E', d'où elles dérivent, sont réels et si l'axe des z est le petit axe dans 
E' comme dans E. Mais le produit JÏ'Jtf'iV est un polynôme entier en 
X,. y ci z qui est parfaitement défini dans tous les cas possibles et qui 
jouit toujours des mêmes propriétés. 

Si même A> aoj, c'est à dire si r' est négatif et si l'un des axes 
do E' devient imaginaire, les résultats de l'analyse précédente subsistent 
, encore. 



g 14. Stabilité des eUipsoîdes. 

Pour reconnaître si un ellipsoïde de révolution ou un ellipsoïde de 
Jacobi est stable, il faut se reporter au § 7. D'après la régie de ce 
paragraphe, qui était soumise, je le rappelle, à certaines retitrictions, une 
figure d'équilibre ne peut jouir de la stabilité séculaire qu'à la condition 
que tous les coöfficients de stabilité soient négatifs. Si cette règle était 
applicable sans modifications à l'ellipsoïde de Jacobi, cette figure n'aurait 
jamais la stabilité séculaire, car un de ses coefficients de stabilité est 
toujours ]>ositif; c'est celui qui se rapporte à la fonction B,,,. Mais la 
règle du § 7 n'est applicable, comme nous l'avons vu, que si' dans tous 
les mouvements possibles le travail des résistances passives est toujours 
^négatif sans pouvoir jamais être nul. Ce n'est pas le cas si l'on envisage 
une masse fluide isolée dans l'espace, car si une pareille masse se déplace 
sans se déformer, il n'y a pas de résistance passive. Si au contraire la 
rotation de la masse fluide était déterminée par celle d'un axe rigide qui 
la traverserait de part en part et qui l'entraînerait par frottement (comme 
dans les expériences de Plateau par exemple), tout déplacement produir- 
ait une résistance passive et l'ellipsoïde de Jacobi serait toujours instable. 

Mais ce cas est sans intérêt. Envisageons donc une masse isolée dans 
l'espace et voyons comment doit être modifiée la règle du § 7. 

Considérons deux systèmes d'axes: un système fixe et un système 
mobile tournant avec une vitesse angulaire constante a> autour de l'axe 
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. des s. Supposons que la masse fluide ait une position d'^uilibre rdatif 
dans laquelle elle soit animée d'une vitesse de rotation a> par rapport aux 
axes fixes, et par conséquent en repos par rapport aux axes mobiles. 
Soit, dans cette position, I^ son moment d'inertie par mpport à l'axe des 
t et U^ son énergie potentielle par rapport aux axes fixes. Considérons 
maintenant une configuration de la masse fluide voisine de la figure 
d'équilibre et telle que cette masse cesse d'être en repos pw rapport aux 
axes mobiles. Soient, dans cette nouvelle position, /et (7 les valeurs 
du moment d'inertie et de l'énergie potentielle. Soit T la demi-force 
vive relative par rapport aux axes mobiles; soit m la masse d'un des 
points du fluide; r sa distance à l'axe des z, ^t to~\- dm sa vitesse angu- 
laire autour de cet axe. Les équations de la conservation de l'énergie 
et de la conservation des moments des quantités de mouvement nous 
donneront: 

û»/ + S wr Vö» = û)/(, 

(ft étant une constante qui est très petite si les déplacements initiaux et 
les vitesses initiales sont "très petits ce que nous supposonB) d'où: 



Mais < 



d'où 






Si donc on a pour toutes les configurations très voisines de la figure 
d'équilibre: 

(■) V-U,-'Ç(I-l,) + 'Ç^l^>o, 
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on sera certain que l'équilibre est stable. S'il y a des résistonces pas^vefi, 
h ne sera pas une constante, mais ira constamment en diniinuant; donc 
fartiori, il y aura encore stabàlité si la condition (i) est remplie. Cette 
condition est donc stiffisante pour qu'il y ait stabilité séculaire- 

D'après la règle du § 7> la condition nécessaire et suffisante pour la 
stabilité séculaire était que l'expression 

Y îîV 

2 

fût minimum, c'est à dire que: 

V-V,~'^{I-I,)>o. 

On voit que la règle actuelle est plus favorable à la stabilité. 

D'ailleurs la condition (i) peut encore s'énoncer d" une. autre manière. 
Elle signifie que l'expression: 

doit être minimum pour la figure d'équilibre (Cf. Tait et Thomson, 
Tre^àise <m Naturai Fhihaophy^ § 778" [» et [A]). 

Il faut voir maintenant si cette condition (i) est nécessaire pour qu'il 
y ait stabilité séculaire. Nous avons vu au § 7 que les déplacements 
infiniment petits Xi des diverses molécules d'un système à partir d'une 
position d'équilibre relatif pouvaient s'exprimer de la façon suivante: 

les Â^ étant des constantes arbitraires d'intégration, tandis que les [i, m] 
et les Am sont des constantes dépendant des équations difTérentielles données. 

Pour qu'il y ait stabilité séculaire, il faut que tous les k aient leur 
partie réelle nulle ou négative. 

Plaçons-nous d'abord dans les conditions où la règle du § 7 est 
applicable, c'est à dire où tout déplacement entraîne une résistance passive. 
Tous les A devront alors avoir leur partie réelle négative, et tous les x^ 
tendre vers o quand t croîtra indéfiniment L'expression suivante: 

0=T+ p—r, — -(/—/,) 
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(si l'on néglige les cubes des x,, ou ce qui revient au mdine les cubes 

des AJ) est une forme quadratique par rapport aux A^. 

Cette forme doit tendre vers o quand t croît indéfiniment. Mais 
d'après la nature même des résistances passives, cette fonne doit aller 
constamment en diminuant. Il faut donc que sa valeur initiale soit 
toujours positive quelles que soient les constantes arbitraires A^. La 
forme est donc toujours définie positive, c'est à dire que U 7 doit 

être minimum dans la position d'équilibre. C'est là la démonstration de 
la règle du § 7. 

Supposons maintenant que cette règle ne soit plus applicable, c'est 
à dire que certains déplacements n'entraînent pas de résistances passives. 
Il pourra arriver alors s'il y a stabilité séculaire que parmi les /l„, il y 
en ait un certain nombre que j'appellerai les yi^ et dont la partie réelle 
est nulle, pendant que d'auttes que j'appellerai les ^ auront leur partie 
réelle négative. 

D'après cela la forme ne tendra pas vers o, en général, quand 
t croîtra indéfiniment; elle partira de sa valeur initiale 0^ et tendra vers 
une certaine valeur limite 0^ que l'on obtiendra en remplaçant dans (P, 
tous les A^ par o et en conservant aux ^^.leurs valeurs initiales. Comme 
la forme doit aller constamment en diminuant, on devra avoir; 



quelles que soient les valeurs des constantes arbitraires A^ et A^. -Pour 
cela il faut que la forme quadratique soit la somme de deux autres, 
la première ne contenant que les Ap, la seconde définie ■positive et ne 
contenant que les A^. 

Si donc dans la forme 0^ on annule tous les A,,, cette forme de- 
viendra définie positive. 

Dans le cas qui nous occupe, et si nous supposons que le centre de 
gravité de notre masse soit fixe, il n'y a que trois déplacements qui 
n'entraînent pas de résistance passive, ce sont les rotations autour des 
trois axes. Il y a donc au plus six dos X,^ dont la partie récite est 
nulle; en d'autres termes, il y a au plus six A^. \ln réalité, il n'y a 
que quatre Ap. On obtiendra tous les mouvements pour lesquels tous 
les A. sont nuls, en supposant que les diverses molécules de la masse 
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fluide tournent d'un mouvement uniforme, à la façon des différentes parties 
d'un même corps solide, autour d'un axe quelconque et avec une vitesse 
quelconque. On obtiendra tous les mouvements pour lesquels tous les 
Âp sont nuls, en considérant les déplacements de la masse fluide qui sont 
tels que le moment de la quantité de mouvement relatif par rapport aux 
axes mobiles soit nul. Pour qu'il y ait stabilité séculaire, il faut que la 
forme soit toujours positive quand les déplacements initiaux et les 
vitesses initiales des diverses molécules sont telles que tous les A^ soient 
nuls, c'est à dire que le moment de la quantité de mouvement soit nul. 
Or il est aisé de voir que cela ne peut avoir lien que si l'expression {2) 
est un minimum. 

C'est donc là la condition nécessaire et suffisante de la stabilité 
séculaire. 

L'expression: 

est aussi une forme quadratique par rapport aux A^ quand on néglige 
les cubes de ces quantités. Cette forme peut être réduite en une somme 
de carrés et ce sont les coSfflcients de ces carrés que nous avons appelés 
jusqu'ici coefficients de stabilité. D'après ce qui précède, il convient 
maintenant d'envisager la forme: 

2 * " '21 

Cette forme peut aussi être réduite en une somme de carrés et j'appellerai 
les coefficients de ces carrés coefficients de stabilité corrigés. Ils devront 
être tous négatifs pour la stabilité séculaire. 

Supposons que la forme d'équilibre relatif soit un ellipsoïde et que 
la figure troublée soit définie par la distance C d'un point de sa surface 
à l'ellipsoïde comptée normalement à l'ellipsoïde. 

Si l'on a: 

C-= Tajm,n, 

nous avons vu au § 9 que les coefficients de stabilité s'écrivent: 



r/(^ 



g, s, 
3 2» + 1 

K Sepunbn l«U. 
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Il est aisé de voir que si . l'on néglige le cube des A, il viendra: 

B et B' étant des coef6cients qui ne dépendent que des axes de l'ellipsoïde 
pendant que A et A' sont les coefficients de: 

IMl^Nl, et ï3fi,,JV|j 
dans l'expression de C- 

Il résulte de là que les coefficients de stabilité corrigés ne difiëreront 
pas des coefficient» de stabilité primitifs, si l'on excepte ceux qui se 
rapportent aux fonctions de Lamé: 

b;., et iïj.,. 

Or si l'on se reporte au paragraphe précédent, on verra que nous pouvons 
envisager séparément les mouvements harmoniques des divers ordres, et 
que pour qu'il y, ait stabilité, il faut et il suffit que cette stabilité existe 
à la fois en ce qui concerne les mouvements harmoniques de chaque ordre. 

Mais d'après ce que nous venons de dire des co€fâciente de stabilité, 
la règle du § 7 s'appliquera aux mouvement» harmoniques de tous les 
ordres si l'on excepte le second. 

Pour qu'il y ait stabilité séculaire en ce qui concerne les mouve- 
ments du n' ordre, il faut et il suffit que les coefficients de stabilité 
corrigés qui se rapportent aux fonctions de Lamé du n' ordre soient tous 
négatifs; or ils ne diffèrent pas des coefficients primitifs si n> 2. 

Considérons d'abord les mouvement» du 2^ ordre; ils ne seront pas 
altérés comme nous l'avons vu, si nous nous imposons comme liaison la 
condition que ces mouvements soient seuls possibles. Cela revient à 
assujettir la figure de la masse fluide à la condition de rester toujours 
ellipsoïdale. 

Pour que la stabilité soit séculaire, en tenant compte de cette liaison, 
il faut et il sutBt que l'expression: 

w u+'g- 

soit plus grande pour un ellipsoïde quelconque que pour l'ellipsoïde 
d'équilibre. 
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L'expression wl^ est le moment de la quantité de mouvement; c'est 
une donnée de la question. Les quantités qui définiront l'ellipsoïde seront 
deux des axes, a et b\ le troisième axe par rapport auquel on prendra 
les moments d'inertie sera fonction des deux premiers, puisque le volume 
est supposé donné. 

A tout système de valeurs positives de a et 6 correspond une valeur 
de (2) qui tend vers une limite nulle ou positive quand l'un des axes a 
ou h tend vers o ou vers co d'une manière quelconque. 

Si donc on appelle SR,, 9Î, et 9t, le nombre des minima négatifs de 
l'expression (2), celui des maxima négatifs, et celui des ellipsoïdes d'équi> 
libre qui correspondent à une valeur ,négative de (2) qui n'est ni un 
maximum ni un minimum, on aura par simple raison de continuité et 
en vertu des principes bien connus de YAn^ysis Situs: 

'^' 

- Pour les valeurs de wl^ qui sont inférieures à une certaine limite, 
il n'y a qu'un seul ellipsoïde d'équilibre qui est de révolution. Si les 
axes de cet ellipsoïde sont />, p et y'^» — c', ces valeurs de p satisferont 
à l'inégalité: 

(4) ^-^^>o. 

J'appellerai un pareil ellipsoïde: dlips&lde peu aplati pour le distinguer de 
ceux qui ne satisfont pas à l'inégalité (4). 

Puisque nous n'avons qu'une seule figure d'équilibre, les inégalités 

(5) ne peuvent subsister que si cette figure correspond à un minimum. 

Les ellipsoïdes peu aplatis sont donc stables en ce qui concerne les 
mouvements du 2^ ordre. 

Pour les valeurs plus grandes de atl^, il y a trois figures d'équilibre: 
un ellipsoïde de révolution ne satisfaisant pas à l'inégalité (4) (je dirai 
qu'il est très aplätt) et deux ellipsoïdes de Jacobi égaux entre eux et ne 
différant l'un de l'autre que par la permutation de a et de b. Il faut 
donc que les deux ellipsoïdes de .Jacobi correspondent tous deux à un 
minimum de (2) ou que cela ne soit vrai d'aucun des deux. Dans ces 
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conditionB, les inégulitée (3) ne peuvent subsister que ai les ellipsoïdes de 
Jacobi correspondent a un minimum et si l'ellipsoïde de révolution ne 
correspond ni à un maximum, ni à un minimum. 

Donc en ce qui concerne les mouvements du 2" ordre, les ellipsoïdes 
de Jacobi sont toujours stables et les ellipsoïdes très aplatis toujours 
instables 

Si par conséquent nous imposons à la fig\ire de la masse fluide la 
condition de rester ellipsoïdale, les ellipsoïdes peu aplatis et ceux de 
Jacobi seront stables, pendant que les ellipsoïdes très aplatis seront in- 
stables. {Cf. Tait et Thomson, Naturtä Philosophy, 778", [/]). 

Voyons maintenant si la stabilité séculaire subsiste encore lorsqu'on 
considère les mouvements harmoniques d'ordre supérieur. 

Cela est évident en ce qui concerne les ellipsoïdes peu aplatis. Con- 
sidérons en effet un ellipsoïde de révolution qui, se réduisant d'abord à 
une sphère, aille ensuite en s'aplatissant de plus en plus, de façon que 
si ses axes sont p et ^'^' _ (■■, p décroisse de + co à c. Nous avons vu 
u*u § II que tous les coefficients de stabilité sont d'abord négatifs; puis 
qu'un certain. nombre d'entre eux s'annulent successivement pour devenir 
positifs. A la fin de ce même paragraphe, nous avons démontré que le 
premier de ces coefficients qui s'annule ainsi, c'est celui qui correspond 
à la fonction de Lamé .BJ_, qui se réduit à p"* pour b^ = o. Si donc ce 
coefficient est négatif, c'est à dire si l'inégalité (4) est satisfaite, tous les 
autres coefficients seront aussi négatifs. L'ellipsoïde peu aplati est donc 
stable. (Cf. loc. cit. 778" [i]). 

Quant à l'ellipsoïde de Jacobi, il sera stable en ce qui concerne les 
mouvements harmoniques du n' ordre, pourvu que les coefficients de 
stabilité (corrigés ou non, cela revient au même si « > 2) qui affectent 
des fonctions de Lamé du n' ordre soient tous négatifs. Or nous avons 
vu au § 12 que tous les coefficients de stabilité du »' ordre restent tous 
négatifs pour tous les ellipsoïdes de Jacobi, à l'exception du coefficient 
qui se rapporte à la fonction Bi_, et que nous appellerons coefficient 
principal du n' ordre. Ce coefficient principal, d'abord négatif pour les 

valeurs suffisamment petites de — finit par s'annuler et par devenir positif 
quand on fait croître -7. 
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Nous disons que l'ellipsoïde de Jacobi est peu allongé si -^ est assez 
l>ctit pour que tous les coefficients principaux soient négatifs, et très allongé 
si — est assez grand pour que l'un au moins des coefficients principaux 
soit positif. 

D'après ce que nous avons vu au § 12, il est certain que le premier 
de ces coefficients principaux qui s'annule est celui du 3' ordre, de sorte 
que l'ellipsoïde limite qui sépare les ellipsoïdes pen allongés des ellipsoïdes 
très allongés, est celui dont les axes satisfont à la relation 

fî.s, _ ^;.,s;.. _ 
___ ^ _ . 

D'après ce qui précède, les ellipsoïdes peu allongés seront stables et 
les ellipsoïdes très allongés instables en ce qui concerne les mouvements 
harmoniques d'ordre supérieur au second. 

- En résumé, si la figure de la masse fluide n'est assujettie à aucune 
condition, les ellipsoïdes de révolution peu aplatis et les ellips<^des de Jacobi 
peu allongés jouiront de fa stabilité séculaire, pendant que les ellipsoïdes de 
révolution très aplatis et les eliips&ides de Jacobi très allongés n^en jouiront pas. 

Ces derniers pourraient toutefois jouir de la stabilité ordinaire sans 
jouir de la stabilité séculaire. Il nous reste à examiner s'il en est ainsi. 

Occupons-nous d'abord des petits mouvements harmoniques du second 
ordre des ellipsoïdes de révolution. Supposons donc, ce qui n'altère pas 
ces mouvements, que la figure de la masse fiuide soit assujettie à rester 
ellipsoïdale. 

D'après le paragraphe précédent, nous pouvons même {sans altérer 
les petits mouvements qu'il s'agit d'étudier) supposer que la valeur super- 
ficielle du potentiel V est assujettie non seulement à être exprimée par 
une somme de Lamé du 2' ordre, mais encore soit à être symétrique par, 
rapport au plan des x^, soit au contraire à changer de signe avec z. 

l^a seconde hypothèse est sans intérêt; elle nous conduirait simplement 
à une sorte de mouvement de précision. Tenons-nous donc à la première 
et supposons que la figure de la masse fluide est assujettie à être toujours 
un ellipsoïde ayant un axe dirigé suivant l'axe des z. 
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Soit 

^ + ^ + -r^=i 
P P P -^ 

l'ellipsoïde envisagé. Nous aurons à considérer les trois ^notions de 
Lamé Ü, = p^p^~ fc' = /)', fii,, et üj_,. Nous poserons donc: 



P, = R,K,W 


= 


ay 




P, = iii,,ifi 


K 


, = x'— y' 




P, = ü!,,Jlf,'., 


K< = 3^' + if' 


— 62' — 2 


poserons de plus: 






-^ 


K,=?f 




K.8, «.S, 


Bt..Sl., 




5 3 


i 


*■■= — 


- 


S ' 





Nous reprendrons d'ailleurs les notations du paragraphe précédent. 
La fonction ^^ devant satisfaire à l'équation: 

il^ + # + ^ -a,^ = ° 

nous l'écrirons: 

f, = ^(2;' - y») + Bi3, + C (a;' + j,' - ^) + i) 

J, £, 6' et /> étant des coefficients constants qu'il s'agit de déterminer 
et qui jouent le même rôle que tes Z), du paragraphe précédent 
L'équation (5) du paragraphe précédent devient: 

A', B', C étant des coefficients constants, et elle doit devenir une identité 
en tenant compte de l'équation de l'ellipsoïde. 
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On trouve d'ailleure: 



diP, : 



dy p* — b* d» p* — c* 



r'- + ^B'J 



+ =^-c-^ 



dy />' dx p* — fr* /)* />' 

de sorte que l'équation (6) du paragraphe précédent devient: 



p'yjp* — I 



[AXx* — y*)^Bxy + (?(3a:' + 3y* — 6^' — 2)] 



et elle doit être une identité en tenant compte de l'équation de l'ellipsoïde. 
On doit donc avoir: 



(8) 



et d'autre port: 



(9) 



Ai + 2 B»i - ë6^^£l a; 2Bk - »Aa,i = dÖ^Iiif) B, 
V/"' — ' v/"' — ' 

v/>" — 1 \ c / 



Ce sont là les équations (8) et (9) du paragraphe précédent. On peut y 
satisfaire: 

1° en supposant que G, D et C sont nuls, ce qui donne en éliminant 

A, B, a; B 






i 2 + 



4»'—^' 1 
4ffif, v'/»* — I J 
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H. PoiDcard. 



Cette équation a toujours ses trois racines réelles si ji^ est positif; l'ellip- 
soïde jouit donc alors de la stabilité ordinaire, ce que l'on pouvait prévoir; 
car si K^ est positif, l'ellipsoïde est peu aplati et, ayant la stabilité sécu- 
laire, il doit a fortiori jouir de la stabilité ordinaire. 

Dans tous les cas, on trouve en prenant le signe + par exemple: 

A(A + 20») — Srff, V^^^^ = o 

avec Jl = 2w pour la 3* racine. 

La condition de réalité des racines est donc: - 



K >- 



32?rv/>' 



Il résulte de là (ju'alors même que Ä, devient négatif et que l'ellipsoïde 
devenant très aplati cesse de posséder la stabilité séculaire, il jouit encore 
pendant un certain temps de la stabilité ordinaire. 
Cela a lieu bien que rex.presslou: 

ne soit ni minimum, ni maximum et qu'elle soit un Bminimax» pour 
employer une expression consacrée en Angleterre. (Cf. loc. cit 778" [^3)- 

2°. Supposons maintenant que A, B, A', S soient nuls et que G, 
D et G" ne le soient pas. 

D'après la forme même des équations (8) et (9) que nous venons de 
former, il existera un mouvement harmonique du 2^ ordre qui satisfera 
à ces conditions. Il résulte également de la forme de ces équations, que 
ce mouvement harmonique ne sera pas altéré si l'on astreint la masse 
fluide à affecter la figure d'un ellipsoïde de révolution. 
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Mais si on introduit cette liaison, l'ellipsoïde de révolution quel que 
soit son aplatissement, jouira non seulement de la stabilité ordinaire, mais 
de la stabilité séculaire. (Cf. loc. cit. 778" [o]). 

Ainsi certaine ellipsoïdes très aplatis possèdent encore la stabilité 
ordinaire. Il en est probablement de même de certains ellipsoïdes de 
Jacobi très allongés. 

Ne nous occupons plus maintenant que de la stabilité séculaire et 
cherchons quelles i^ont, parmi les figures d'équilibre non ellipsoïdales dont . 
nous avons démontré l'existence, celles qui possèdent cette stabilité. A 
cet effet nous pourrons appliquer le principe de l'échange des stabilités, 
ce que nous ne pourrions pas faire pour la stabilité ordinaire. 

Soient S et S" deux séries linéaires de figures d'équilibre et F une 
figure de bifurcation commune à ces deux séries. Si pour cette figure, 
tous les coefficients de stabilité sont négatifs, excepté un qui est nul, il 
y aura en général tant dans la série S que dans la série S, des figures 
très peu différentes de F qui seront stables. Si pour la figure F il y a 
des coefficients de stabilité positifs, toutes les figures de ^ et de ^ très 
peu différentes de F seront instables. 

Nous avons considéré diverses séries linéaires de figures d'équilibre, 
à savoir: la série 8 des ellipsoïdes de révolution; la série 8" des ellipsoïdes 
de Jacobi; les séries I qui ont une figure commune avec la série S; 
les séries 8,, Ä,, ..., 8,, ... qui ont respectivement une figure commune 
F,, F«, ..., F„ ... avec la série 8". La figure F, sera un ellipsoïde 
de Jacobi pour lequel on aura: 

B.S, 



D'après ce qui précède, toutes les figures seront des ellipsoïdes de 
révolution très aplatis, pour lesquels le coefficient de stabilité relatif à 
la fonction de LAui üj,, , sera poåtif. Donc toutes les figures des séries 
2' ii'auront pas la stabilité séculaire; c'est à dire qu'elles seront instables 
ppurvu que le fluide soit visqueux et si peu qu'il le soit. Cela n'est vrai 
toutefois que pour celles de ces figures qui diffèrent très peu de l'ellipsoïde 
et qui sont les seules dont nous sachions quelque chose. 11 n'est pas im- 
possible que les séries X contiennent des figures stables très différentes de 
l'ellipsoïde. 

Ailm maiÀrmailtm. T. Impria* I« » Stpunibr* I8U. 48 
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Toutes leô figures F^, F^, ... sont des ellipsoïdes très allongés pour 
lesquels un certain nombre de coefficients de stabilité sont positifs. Un 
seul est excepté; c'est l'ellipsoïde limite qui sépare les ellipsoïdes très 
allongés des ellipsoïdes peu allongés et pour lequel tous les coefficients 
de stabilité corrigés sont négatifs excepté un qui est nuL 

Nous avons vu au § 12 que cet ellipsoïde limite n'est autre que F, . 

Donc les figures peu différentes de l'ellipsoïde sont instables (séculaire- 
ment) dans les séries jS«, 8^, ..., S,; et stables dans la série S,. 

La forme d'équilibre représentée dans la figure p. 347 est donc une 
forme d'équilibre stable. 



9 16. ConcluHona. 

Les ellipsoïdes ne sont pas les seules figures d'équilibre que puisse 
affecter une masse fluide homogène dont toutes les molécules s'attirent 
d'après la loi de Newton et qui est animée d'un mouvement de rotation 
uniforme autour d'un axe. Si on laisse de côté certaines formes d'équi- 
libre où la masse en question se subdivise en deux ou plusieurs corps 
isolés, et d'autres où elle prend une configuration annulaire, il existe 
encore une infinité de séries de figures d'équilibre. 

Toutes ces figures sont symétriques par rapport à un plan perpen- 
diculaire à l'axe de rotation. En outre elles ont un certain nombre de 
plans de symétrie passant par l'axe (elles en ont toutes au moins un) et 
certaines d'entre elles sont de révolution. 

Parmi ces séries de figures, il n'y en a qu'une qui est stable et elle 
a deux plans de symétrie seulement {voir la figure p. 347). 

Les ellipsoïdes de révolution sont stables s'ils sont moins aplatis- que 
celui qui est en même temps un ellipsoïde de Jacobi; les ellipsoïdes de 
Jacobi sont stables s'ils sont assez peu allongés. 

Dans ces conditions la stabilité subsiste quand môme le fluide est 
visqueux. 

Les ellipsoïdes de révolution qui sont plus aplatis que celui qui est 
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en même temps un ellipsoïde de Jacobi, mais dont l'aplatissement reste 
inférieur à une certaine limite, sont stables si le fluide est parfaitement 
dépourvu de viscosité; ils ne le sont plus si le fluide est visqueux et si 
peu qu'il le soit 

Con»dérons une masse fluide homogène animée originairement d'un 
mouvement de rotation; imaginons que cette masse se contracte en se 
refroidissant lentement, maie de façon à rester toujours homogène. Sup- 
posons que le refroidissement soit afisez lent et le frottement intérieur du 
fluide assez fort pour que le mouvement de rotation reste le même dans 
les diverses portions du fluide. Dans ces conditions le fluide tendra tou- 
jours à prendre une figure d'équilibre séculairement stable. Le moment 
de la quantité de mouvement restera d'ailleurs constant. 

Au début, la densité étant très faible, la figure de la masse est un 
ellipsoïde de révolution très peu différent d'une sphère. Le refroidissement 
aura d'abord pour effet d'augmenter l'aplatissement de l'ellipsoïde, qui 
restera cependant de révolution. Quand l'aplatissement sera devenu à peu 

près égal à -, l'ellipsoïde cessera d'être de révolution et deviendra un 

ellipsoïde de Jacobi. Le refroidissement continuant, la masse cessera 
d'être ellipsoïdale; elle deviendra dissymétrique par rapport au plan des 
yz et elle affectera la forme' représentée dans la figure p. 347. Comme nous 
l'avons fait observer à propos de cette figure, l'ellipsoïde semble se creuser 
légèrement dans sa. partie moyenne, mais plus près de l'un des deux 
sommets du grand axe; la plus grande partie de la matière tend à se 
rapprocher de la forme sphérique, pendant que la plus petite partie sort 
de l'ellipsoïde par un des sommets du grand axe, comme si elle cherchait 
à se détacher de la masse principale. 

Il est difficile d'annoncer avec certitude ce qui arrivera ensuite si le 
refroidissement continue, mais il est permis de supposer que lu masse ira 
en se creusant de plus en plus, puis en s'étranglant dans la partie moyenne 
et finira par se partager en deux corps isolés. 

On pourrait être tenté de chercher dans ces considérations une con- 
firmation ou une réfutation de l'hypothèse de Laflace, mais on ne doit 
pas oublier que les conditions sont ici très différentes, car notre masse 
est' homogène, tandis que la nébuleuse de Laplace devait être très forte- 
ment condensée vers le centre. 
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J'ai cru Béanmoins devoir exposer ici ce qui arrive d'une masse 
homogène qui se contracte lentement et incessamment, car c'était le meil- 
leur moyen de résumer sous une forme un peu plus concrète les princip- 
aux résultats de ce long mémoire et de faire comprendre quel intérêt il 
y aurait à combler les lacunes que j'y ai laissé subsister. 

- Paris, i6 Juillet 1885. 
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NOTE SUR UNE INTÉGRALE DÉFINIE 



S. PINCHERLE 

t BOLOONE. 

I. Soient Ä(2), jp(^) deux séricB de Lauhent, U première con* 
vergento dans l'anneau circulaire, que j'indiquerai par (|i)'|, i), coiriprlB 
entre deux circonférences ayant le centre à l'origine et les rayons \p'\ 
et I respectivement, et | p | < i ; la seconde convergente dans l'anneau 
circulaire (B, jBj). Je considère l'intégrale 

prise le long d'une circonférence concentrique et interne à l'anneau (B, R^) 
et de rayon p. Cette intégrale représente aussi une série de Laukent, 
et si l'on pose 



et 



il vient 






Si l'on fixe M-)t tandis que ^(y) est une série de Laurent quelconque, 
on peut regarder l'expressiQu (i) comme un algorithme appliqué à l'objet 

4«a matlitBtaHea, 1. Imptim* la I> SspUinbTf m|. 
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f>{y), et dont le réêultat est de même espèce que l'objet, c^est-à-dire une 
nouvelle série de Laubekt. Il est à remarquer que l'anneau de con- 
vergence de cette nouvelle série contient toujours l'anneau (|i)*|jo, p). 

En spécialisant la forme de la fonction A{z), on trouvera des rela- 
tions plus ou moins remarquables entre la fonction objet et la fonction 
résultat. Je me propose de revenir plus en détail sur ce sujet dans un 
autre travail; pour le moment je me bornerai à un cas particulier qui 
me semble assez intéressant. 

2. Soit 



il vient 

(3) ^W = i- + i (737=- (T^fc) = «"=). 

et cette série est convergente dans l'anneau ([f*|^, iî,), qui contient 
(|j)'|/), p). Il s'ensuit que la série f{p*x) est convergente dans l'anneau 

(R, (— fi)» et par conséquent la différence 

ù,f{x) = f{x)~f{p'x) 

est une série de Laurent convergente dans l'anneau commun (B, R^; 
et l'on trouve immédiatement que 

(4) àLf{x) =^{x) — c^. 

Donc, l'opération I{f) donne, dans ce cas, l'intégrale de l'équation 
aux différences finies (4); en d'autres termes, si l'on pose 

et que la fonction f{y) soit donnée par une série de Laubent dans 
l'anneau (|^'|Ä, B,) qui comprend l'anneau (li»'!/») p)i on aura 

(6) 5^/in.)-rti'V)l»©f = «-). 

Or cette formule peut s'étendre comme il suit au cas où f{y) n'est plus 
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régulière dans tout l'anneau (|j)'|il, R^), mais a un nombre quelconque 
de singularités dans l'anneau intérieur (|2)'|/:>, p). 

3. A cet effet, je remarque que la fonction s(z), représentée par 
la formule (5) dans l'anneau circulaire (|/)'|, i), peut ôtre définie dans 
tout le plan de la façon suivante: 

Je pars de la fonction ' 

régulière dans tout le plan, excepté aux points jb = o et ^ = 00. Si 
l'on pose 

s{z) = — 2^1og|vCr^3î(— iî«)), 

l'on trouve sans difficulté les propriétés suivantes pour la fonction s{z): 

a) s{z) est représentée par la formule (5) dans l'anneau (|l>*|} i); 

b) s{e) eat régulière pour tous les points du plan, excepté e = o 
et ^ = CN3 , qui sont des points singuliers essentiels, et les points g = p*" 
qui sont des pôles du premier ordre avec les rérâdus respectifs — p*"; 

c) la fonction s{s) satisfait aux équations fonctionnelles: 

(7) s{e) — s{p^e) = I, ou As{e) =■ i; 

(8) »(i) = -»(4 
Actuellement, je considère l'expression 

' Cette foDOtion joue dans la théorie des fonotioos à période mnltiplîcatoîre, c'est 
à dire telles que ^(p*x) ^ y(.^)i '^ mSme rdie que la fonction 0(x) d&ns Ift thäurie 
des foDotioDS doublement périodiques. Je remarque à cette oooasion qu'on peut snbstitaer 
avce avantage à l'étude de ces dernières fonotions celle des fonctions à période multipli- 
catoire, comme je l'aî d^à indiqué dans mon Mémoire Sopra una dasse importante di 
funâoni motiodrome publié en 1879 dans le Giornale de M. BATTAflUNt. M. Rauben- 
BXKQiR,.s&ns avoir en connaissance de mon travail, a on la mâme idée qu'il a développée 
dans son intéressant onvrage Lehrbuch der periodischen FwuHoneH, Leipsig 1S84. j'em- 
ploie ici la notation 7(2) de M. RACteBNBKROXR.' 
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où /■()/) est une fonction donnée dans l'anneau {|p*|iï, JB^) qui comprend 
(Ip'I/), p). Je suppose que la fonction f{y) n'ait, dans cet anneau, 
d'autres singularités que les points a, intérieurs à (|_p'|;o,/>), pour lesquels 
la fonction devient singulière respectivement comme les fonctions 

\y - «*/ tTx{y- «<) 

et où y est compris dans l'anneau (|i>'|/>f p)- 

L'expression I est égale, par le théorème de Cauchy, à la somme 
des résidus à l'intérieur de l'anneau (|i)^|/>, p), c'est-à-dire à la somme 

des résidus relatifs aux points a, et au point y = a; où la fonction st-l 

est infinie, on a donc: 

D'autre part, on a, à cause de la relation (7): 



I 

où l'on a posé 



'^ = Tjf(P'/>'')»' 



d'où, en égalant les deux * expressions de /, et en tenant compte de la 
formule (8), il vient enfin; 



(9) 



'hfipw-n»'»\^ - n^)-tt^'^..[ki^]+ "■ 



Cette formule donne l'extension de la formule (6) au cas où la fonction 
f(x) admet des singularités eu nombre fini dans l'anneau (|l>'|/>, />). 
La fonction du second membre est régulière dans tout l'anneau et peut 
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par conséquent s'exprimer par une série de Laurent; et si l'on indique 
cette fonction par F{x), on a par la formule (7) 

Ai^(x) = Ar(a=)-|:|:^B'(i) 
ou 

(.0) ^F(x) = Af(x)~-£'-a,(^-'-). 

De sorte que si l'on pose 

on peut conclure de ce qui précède que l'opération I(^) donne pour 
résultat une intégrale, régulière dans tout l'annean, de l'équation aux 
différences finies 

AF = ^{x) — const. 

La constante est nulle si les points singuliers de la fonction f{x) satisfont 
à la condition 

CO tk».{-z) = °- 

4. ■ Si l'on a 

Af{x) = o, 

ce qui exige que la condition (11) soit satisfaite, la fonction f{x) a une 
période multiplicatoire p' et la formule (9) devient 



(.2) 



n^)=tt^^M)]-'- 



qui donne l'expression analytique d'une fonction à période multiplicatoire 
qui a m points singuliers essentiels d'espèce donnée, à l'intérieur de chaque 
anneau élémentaire. Cette formule est analogue à celle donnée par M. 
Appell (Acta Mathematica, T. i, p. 138) et qui fait connaître l'ex- 
pression analytique d'une fonction doublement périodique, ayant un 
nombre fini de points singuliers essentiels. On obtiendrait sans peine, 
d'une façon analogue, l'expression d'une fonction ayant un nombre infini 
de points singuliers, ou même un espace lacunaire, à l'intérieur de l'an- 

Arla iiulhimaUca. T. Imprima It 11 SipUmbr* Ige«. 49 
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Deau (|j)'|/>, p). Si, en particulier, les points singuliers Of se réduisent 
à des pôles de Tordre r, respectivement, la formule (i 2) devient 

qui est, pour les fonctions à période inultiplicatoire, ce qu'est la'formule 
bien connue de M. Heruite pour les fonctions doublement périodiques. 
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OBER DIE DARSTELLUNG WILLKÜRLICHER FUNCTIONEN. 

Auszug eines Briefes an Herrn C. Mittag-Lefrier 

VON 

C. BUNGE 

iD BEBLIN. 

Der Beweis, dsss sich jede willkürliche stetige Function einer reellen 
Veränderlichen x in eine för alle in Betracht kommenden Werthe von x 
gleichmasflig convergente Summe von rationalen Functionen entwickeln 
l&sst, kann durch folgende elementare Betrachtungen geführt werden. 

Die Function 

I 

I + «'" 

ist für |3;| < I — â (wo à eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet) 
beliebig wenig von i, für |a;|^i-+(J beliebig wenig von Null ver- 
schieden, vorausgesetzt dass für n eine hinreichend grosse positive ganze 
Zahl gewählt wird. 

Es bildet diese Function eine Art discontinuirlichen Factors, piit 
dessen Hilfe ich zunächst einen gleichmässig convergenten Ausdruck für 
eine gebrochene Linie herstellen werde. 

Seien y^ und y, zwei eindeutige stetige Functionen von x, welche 
für X = I denselben Werth besitzen, so wird 

s, +--r-5:(yi— y^) 

I + X 
InprlB* la M SapMnibl* IM«. 
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för o^a:^i beliebig wenig von y^ und für i <a^^ï +* beliebig 
wenig von y, verschieden sein, sobald n hinreichend gross gewählt ist, 
(ft ist dabei eine beliebige positive Grösse). 

Denn zun&chst kann man â so klein annehmen, dass fDr 

I — à <x < i + â 

jf, und y, loeliebig wenig von einander verschieden sind, und in Folge 
dessen 

da j; < I ist, beliebig wenig von y, und y, abweicht. Alsdann, 

i + X 

nachdem ô in dieser Weise festgesetzt ist, kann man n so gross wfthlen, 



für o<^a;^i — i? beliebig wenig von i und für i -{- â <x <i -\- k 
beliebig wenig von o abweicht, und in Folge dessen 

I + « 

beliebig genau mit y, resp. y, tibereinstimmt. 

Setzt man nun voraus, dass die Entwicklung in eine gleichmAssig 
convergente Summe von rationalen Functionen für y, und y, möglich sei, 
und bezeichnet mit J?,"(x}, i?"(^) «^'^ Summen der ersten « Glieder in 
den Ausdrticken für y, resp. y,, so ist 

Rjx) = i^:hx) + — î-i- [r:\x) — r:\x)] 
I + « 

eine rationale Function von a;, welche fOr das Intervall o<x<i +* 
beliebig genau mit derjenigen stetigen Function Obereinstimmt, welche 
von o bis i durch y,, von i bis i + A durch y, definirt ist. 
Daraus folgt, dass limß,(a;) oder, was dasselbe ist, 

BM + [^,(^) - B,(x)] + [B,{x) - B,{x)] + ... 
eine gleichmässig convergente Durstelliing dieser Function bildet. 
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Die Punkte o, i, i -\- k sind hierbei nicht wesentlich. Setzt man 



so treten a, n,, a^ -^ k (drei beliebige Grössen) nn Stelle von o, i, i +jt. 
Gesetzt nun es solle in dem Intervalle a<x<a' eine gebrochene 
Linie dargestellt werden, deren Eckpunkten die Abscissen a^, o,, ..., Oi 
entsprechen; d. h. es soll eine gleichmässig convergente Summe von ratio- 
nalen Functionen hergestellt werden, welche 

für a <x<^a^ mit a^{x — a^) + ij 

för »1 < a; < flj mit a,(a; — o,) + i, [»,=»,-arfa,-.,)] 

für (t, <^ a; < o, mit «^(a; — o,) + 6, [»i-»!-"^-!--.»] 

etc. 

übereinstimme. 

Indem man y^ = a^{x — a,) + &,, p^ — a,(j; — o,) + 6, setzt, erhalt 
man einen Ausdruck, welcher von x = a bis a, mit der gebrochenen 
Linie, von x = a^ bis o' dagegen mit a^{x — a,) + b^ abereinetimmt. 

Indem man alsdann den so gewonnenen Ausdruck mit y^ bezeichnet 
und ^, = a^(x — a,) + 6, setzt, erhalt man einen neuen Ausdruck, der 
bis x~a^ mit der gebrochenen Linie, von o, bis a' aber mit a^{x — a^) + b^ 
übereinstimmt 

Dies Verfahren fortsetzend erhält man schliesslich die Darstellung 
der gebrochenen Linie. 

Sei y, = lim Iif;!\x) diese Darstellung und werde y, gleich derjenigen 
linearen Function von x gesetzt, welche für x = a und x = a' mit y, 
übereinstimmt, so liefert 

^■(^) = »•+ — 757^:^7ïwv:t.(»."(-^) - ).) 



eine rationale Function, welche fOro<^a;<«' beliebig genau mit y,, 
für X <^a und x'>_a' dagegen beliebig genau mit y^ übereinstimmt. 
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Denn aus der ßildungsweise von ^."(x) ist leicht ersichtlich, dass es im 
Endlichen endlich bleibt, im Unendlichen aber wie etu^yix — a') + h+i 
(die lineare Function, welche der letzten Seite entspricht) unendlich wird, 
woraus denn das Übrige wie oben gefolgert wird. Lim B,(a:} stellt, wenn 
ich mich so ausdrtkcken darf, eine geschlossene gebrochene Linie dar, d. h. 
eine solche, bei der die beiden äussersten Seiten Theile derselben Graden 
sind und sich in's Unendliche erstrecken. 

Einer jeden Curve, die eine eindeutige stetige Function reprasentirt, 
kann man eine gebrochene Linie einzeichnen, die sich ihr beliebig genau 
anschliesst. Denn nimmt man die Seiten derselben hinreichend klein an, 
so muss die Differenz der beiden Ordinalen gleicher Abscisse kleiner sein 
als die grösste Werthschwanfeung der Ordinaten der Curve in dem einer 
Seite entsprechenden Intervall und muss mitbin wegen der voraus- 
gesetzten Stetigkeit der Function mit dem Intervall zugleich beliebig 
klein werden. 

Da man nun andrerseits, wie oben nachgewiesen, sich durch rationale 
Functionen einer gebrochenen Linie beliebig genau anscbliessen kann, so 
folgt dasselbe für eine beliebige stetige eindeutige Function. 

Wenn die Function sich für x = — oo und 3; = + co an ein und 
dieselbe grade Linie beliebig genau anschliesst, so kann man sich ihr 
durch eine »geschlossene gebrochene» Linie beliebig genau annähern, und 
kann daher eine rationale Function R^{x) bilden, welche für alle reellen 

Werthe von x -beliebig wenig tz. B. um weniger als -1 von der Function 

verschieden ist. 

Das ist insbesondere der Fall, wenn die Function fftr x = — 00 und 
a; = + Cö sich demselben endlichen Werthe nähert. Dann ist \îmB^{x) 
oder, was dasselbe ist, B^{x) + [Bj{x) — Jt^{x)] -\- etc. für die ganze 
reelle Axe mit Einschluss der Unendlichkeit gleichmässig convergent. 

Wenn die Function ftir x = — 00 und x = + 00 sich nicht der- 
selben Graden anschliesst, so wird man nach dem Vorgehenden eine ratio- 
nale Fimction B„{x) bilden können, welche in dem Intervall ^n bis 
+ n sich weniger als - von der Function unterscheidet. Dann convergirt 
lira.R,(:E) innerhalb jeder noch so grossen Strecke gleichmassig und stellt 
die Function dar. Aber der Bereich der gleichmassigen Convergenz 



.Google 



über dio Daralellaag willkürlicher FuDCtioDcn- 391 

schliesst nicht nothwendig die Unendlichkeit in sich. — Diese Darstellung 
kann man verwerthen zur Integration der Differentialgleichung 

bei vorgeschriebenen Grenzbedingungen, nÄmlich zur Herstellung einer 
Lösung, welche für i; = o gleich einer vorgeschriebenen stetigen Function 
von f wird und zugleich for positive Werthe von ij stetig ist. 

Wenn die vorgeschriebene Function för x = + oo und x = — co 
sich demselben endlichen Werthe nähert (diesen Fall will ich hier allein 
betrachten), so werden die zur Darstellung verwendeten rationalen Func- 
tionen Rn{x) nur für complexe Werthe von x unendlich, und da die 
Functionen reell sind, so sind die Unendlichkeitfistellen paarweise conju- 
girt. Seien «„ Cj, . .. , c, die unterhalb der reellen Axe gelegenen, 
c,, c,, ..., c^ die ihnen conjugirten oberhalb gelegenen. Zerlegt man 
nun R,{x) in PartialbrQche und bezeichnet mit r,(a;) das Aggregat der 
in c,, c,, ..., Cr unendlich werdenden Glieder, so wird 

nur noch in c,, c,, . . . , c, unendlich. Verwandle ich nun hier alle von 
X unabhängigen Grössen in ihre conjugirten, wodurch r^{x) in r,{x) über- 
geht, R„{x) aber ungeändert bleibt, so resultirt, dass 

nur in c,, Cj, . . . , c^ unendlich wird. Folglich ist r^{x) das Aggregat, 
der in Ci, c,, ..., c^ unendlich werdenden GUeder, und mithin ist 

constant, weil es an keiner Stelle mehr unendlich wird. Die Constante- 
ist reell, denn es sind r^{x) und r„{x) für reelle Werthe von x conjugirt 
und daher ist ihre Summe reell. 
Man hat also 

n,{x) = r,{x) + r„{x) + C. 

Die reellen Theile von r„{x) un r,(3;) sind fOr reelle Werthe von x ein- 
ander gleich, folglich ist der reelle Theil von 2r^{x) + C für reelle 
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Werthe von x gleich iï,(x) und also der reelle Theil von 2r,(f + :j») + C 

eine Lösung der Differentialgleichung -jy + -— ^ = o, welche for ç > o 

stetig ist und für ij = o der vorgeschriebenen Fiinction beliebig nahe 
kommt. Bezeichnet man ihn mit w,, so wird lim », för 7 > o und alle 
Werthe von Ç gleichmassig convergiren und die verlangte Lösung dar- 
stellen. Dies bedarf der n&heren Ausführung, ich begnüge mich indessen 
hier darauf hinzuweisen, dasâ man auf diesem elementaren Wege die ver- 
langte Integration auszuführen im Stande ist. 

Ferner bemerke ich, dnss man die Form der zur Darstellung ver- 
wendeten Functionen £.(x) auf mannigfache Weise vereinfachen kann, 
wenn man die von mir in dem Aufsatze Zur Theorie der eindeutigen ana- 
lytischen Functionen (Acta matheinatica, Bd. 6) auseinandergesetzte Me- 
thode darauf anwendet, vermöge deren 'z. B. It^{x) durch eine andere 
für alle reellen Werthe sich beliebig wenig von ihr unterscheidende reelle 
Function ersetzt werden kann, die nur an einer Stelle und an der zu ihr 
coDJugirten unendlich wird. 
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aufgaben. Für Lehrerseminarien und hö- 
here Bürgerschulen, sowie für den Selbst- 
unterricht bearbeitet. Potsdam, Stein 
1884. 
8°, VIH + 340 p. 

°Claasseii, A. P. Ii., Logarithmentafeln, 
sowie Resultate zu den Beispielen und 
Aufgaben des Lehrbuchs der Arithmetik 
und Algebra. Potsdam, Stein 1884. 
8°, 47 p- 

Ooates, C. Y-, Besset's functions of the 
second ordre. 

Quart, journ. of mathem. 20, 1SS4, 250 — 260. 

"Compositions données aux examens de li- 
cence es sciences mathématiques. Paris 
1884. 8". 

^Coolhaas, G. J, M., De Theorie van de 
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Beweging der Maan voor Ncwion. Ut- 
recht 1884. 
8°, vm + 68 p. + I p. 

Cremona, L., Sopnt una trasformazione 
birazionak, del ses to grodo, dello spazio 
a tre dimensioni, la cui inversa è del 
quinto grado. 

LoadùH, Maibem. soc., Proceedings 15, 1SS4, 
343—346. 

Cremona, L., On a geometrical transfoi- 
mation of the fourth order, in space of 
three dimensions, the inverse transforma- 
tion being of the sixth order. 

I Dublin, Irish academy, Tiansactioiis 28, 1884, 
379— Ï84. 

Cremona, L-, An example of the method 
of deducing a surface from a plane figure. 

I Edinburgh, Royal society, Transacllons 32 : 2, 
1884, 4U-4I3. 

"David, U-, Über eine geometrische Ver- 
wandtschaft zweiten Grades und deren 
Anwendung auf Curven vierter Ordnung 
mit drei Doppelpunkten. Breslau 1S84. 8°. 

"Deter, Ohr, Q. J., Mathematisches Reper- 
torium. 400 Fragen und Antworten aus 
der Arithmetik, Planimetrie, l'rigonometrte 
und Stereometrie. ^ Aufl. Gross-Lich- 
terfelde 1885. 
8°, III -H 7S P- 

Dewulf, B-, Théorèmes de géométrie et de 
cinématique. 

Nouv. ano. de malbém. 4„ 1SS5, 79—80. 
DlUner, Q., Sur l'intégration des équations 
d i tTére miellés du pendule conique. 
Ufsala, Vel. Soc., Acla 12,, 1SS4. 13 p. 

°DittmerB, H-, Geometrie für Stadt- und 
Landschulen. Ausgabe A. Harburg, Elkan 
1884. 
8°, VIII + 102 p. + I pi. 
"Dittmera, H., Geometrische Rechenauf- 
gaben. Geometrie für Stadt- und Land- 
schulen. Ausgabe B. Harburg, Elkan 
1884. 
8", 47 p. -*- Antworten (14 p.). 

°Ea>ton, J. G., Factors, in algebra discove- 
red by arrangement, trial and symmetry. 
With applications. London 1884. 



EnestrÖm, Q., Notice sur les premières 
tables de logarithmes publiées en Suède. 
Biblioih. Mathem. 1884, isi— ti4' 

EPMAKOBt, B. n., lIocTPOEHiE 'ietbepteB 

rAPHOHinECKOlf TOMKH. 

Joum. elera. mateni, 1, 1885, 170—171. — 
Ermakoff, V. P., Sur la coDstniclion du qua- 
triime point barmonique. 

Bsear;, Remarque concernant la limite de 

(■ + i)" 

Nouv. ann. de mathém. 4,, 1883, loi — 101. 

Estienne, J. E., Quelques réflexions sur 
l'étude géométrique des courbes géomé- 
triques et théorèmes pouvant y être utiles. 
Nouv. onn. de mathim. 4,. 188$, 87— 98. 

"Enolides, The text of Euclid's Geometry, 
Book 1, uniformly and systematically ar- 
ranged by J. D. Paul. With a discussion 
of Euclid's application of logical principles, 
copious note;, exercises and a figure book. 
Cambridge 1884. 8°. 

°BtikIidea, Fyra första böcker, med smärre 
förändringar och tillägg utgifna af C. F. 
Lindman. Femte upplagan. Stockholm, 
Hseggström 18S4. 
8°, VI + (1) -»- 96 p. 

°Bnler, L., Einleitung in die Analysis des 
Unendlichen. Erster TheÜ. Ins Deutsche 
Übertragen von H. Maser. Berlin, Sprin- 
ger 1885. 

8°. XE -I- 319 p. — [Analyse:] Zeilschr. ntr 
Mathem. 30, 188$: Hill. Ablh. 33—34. (Can- 
TOK.) — GöHiDE. Anieig. 1885, 53-56. (A. 
Ennepek.) — Deutsche LiucratUTz. 6, 1885, 
239—341. (G, Valentin.) 

"Faifofer, A., Trattato di geometria intui- 
tiva. 14' edizione. Venezia 1884, 

Falk, H-, Démonstration du théorème de 
Cauchy sur l'intégrale d'une fonction com- 
plexe. 

t^io/d, Vet. Soc., Acia 13„ 1SS4. 18 p. 

Favaro, A., Di alcune relazionî tra Galileo 
Galilei e Federico Cesi illustrate con docu- 
menti inediti. 

Buttett. di bibtiogr. d. se. tnaiem. 17, 1884, 
219—344. — M. Favaro a publié ici 11 lettres 
inidites de Ce«t i Galilei. 
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VKvaxo, A., Sulla morte di Marco Velsero 
e sopra alcuni particolari della vita di 
Galileo. 

Bulled, di biblii^r. d. sc. niBtem. 17. 1SS4. 
asa— Ï70. 

"Fasax, B., Ebene Trigonometrie und ele- 
mentare Stereometrie. 5' verbesserte Auf- 
lage besorgt durch A. Luke. Paderborn, 
Schöningh 1884. 
&". VI + 143 P- 

"FiBOher, F., Johannes Kepler's Leben und 
Entdeckungen. Abhandlung zu dem Pro- 
gramm der Realschule II. Ordnung zu 
Leipzig für das Schuljahr 1883— 1884. 
Leipzig 18S4. 

4''i.35 P' — [ComptE rEDdu:] Arcb. der Ma- 
theai.'l,, 1884: LiUer. Ber. 44- (H.) 

^iectier, F. W,, Lehrbuch der Geometrie 
fUr Gymnasien und höhere Anstalten. 
Theil I : Planimetrie. 1' verbesserte und 
vermehrte Auflage. Preiburg '/b. Herder 
1884. 
8', V + 184 p. 

"FlBOhep, J. G., Leitfaden zum Unterricht 
in der Elementar- Geometrie, i. und 3, 
Kurs. Leipzig, Mauke 1884. 

S". 1: PlaDimctrie. Thsil 1. i8' Auflage. 44 
p. — 3; Stereometrie. 4" Auflage. 51 p, 

°FiBoher-BensoD, B. ▼., Die geometrische 
Konstruktionsaufgabe. Kiel, Mauck 1884. 

4°. -h 1 pl. 

Floqaet, Q., Addition à un mémoire sur 
les équations différentiel les linéaires. 
farii, Ec. nofm., Annales 1,, 1884. 405—408, 

°*JIOPMHCKIÖ, r. H., DFEBPAHtEHIE 
DPflHOyrO.IIiHHEA Vb EBAUFATb PASPtSU- 
BAHIEH'b H ' nEpejlOXBHlEMl PASn- 
»AHHUX'B HACTeB. 

Jouni. elïin. matem. 1, 1884— 18S5. 145— 
147, 203—204. — Florinsku, g. N., Sur la 
Iranifomialion d'un tecCan£le en un curé par divi- 
sion et déplace menl des parties détachées. 

°Foake, M. und B^rasa; H., Lehrbuch der 
Geometrie zum Gebrauche an Gymnasien, 
Realgymnasien und anderen höheren Lehr- 
anstalten. Theil I : Planimetrie, nebst 
einer Sammlung von Aufgaben und einer 
systematischen Anleitung zur Lösung der- 



selben. 7" Auflage. Münster, Coppen- 
rath 1884. 

8°, vni + 131 p. 

Formenti, O., Sui numerl irreducibili coi 
numeri complessi (conttnuaeione e fine). 
Milane, Ittituto Lombardo, Rendicontj 17, • 
1SS4, 6—11. 

Forsyth, A. B., Proof of a theorem by 
Cayley in regard to matrices. 

Messenger of mathem. 13, 1884. 139—143' 

Fonfth, A. B., Primitive roots of prime 
numbers and their residues. 

Messenger of mBthrm. 13, 1S84. r69— 176. 

Fonrek, O., Sur deux formules trigonomt!- 
triques d'interpolation, applicables, l'une 
aux fonctions paires, l'autre aux fonctions 
impaires. 

Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 99. 1SS4, 
963—966 . 

Fouret, a.. Sur une formule I rig ono métrique 
d'interpolation, pour des valeurs de la va- 
riable indépendante deux à deux équi- 
différentes de l'une d'elle. 

Paris, Acad. d.'sc., Comptes rendus 89, 1884, 

FoTiret, G., Sur une formule t rigonom étriqué 

d'interpolation, applicable à des valeurs 

quelconques de la variable indépendante. 

Parti, Acad. d, se., Comptes rendus 89, 1884. 

io6z — 1064. 

°^PEH3, ^., Ceophhki ynPAKHBHifi no 

BHIHCJEHIiO BEäKOBE^HO-MAJUXl. HeFEB. 

Ci 4-ro *PAHHJ'a. mbä. J^. H. Kp»kob- 
CKATO. C-IlETEPsypn. 1885, 

8°. — Frehet, f.. Recueil d'eierciees sur le 
calcul infinitésimal. Trad, sur la 4* éilit. frane. 
par D. I. Kboukovskij. 

"^PO-ÜOBT), A., 3AAAMA 3Ü.1EPA H DOJ- 
mEBHblE EBAAPATU. C-HETEPByPrL 1S84. 
8°. — Froloff, a., Le problime d'Enler el 
le* carrés magiques. 

Faahs, L., Über eine Form, in welche sich 
das allgemeine Integral einer Uifferential- 
gleichung erster Ordnung bringen lässt, 
wenn dasselbe algebraisch ist. 

Berlin, Akad. d. W'issensch,. Sitzungsbcr. 1S84. 
1171 — 1177- 

Fußhs, L., Über den Charakter der Inte- 
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grale von Differentialgleichungen zwischen 
complex en Variabeln. 

Berlin, Akail. d. Wissensch., SiUungsber. 1885, 
S-12- 

"Ounbardellft, F., Lezioni di catcolo in- 
finitesimale. Torino 1885. 8". 

"Garbierl, Q., Trattatadi aritmetica ad uso 
delle scuole secondarie superiori. Padova, 
Sacchetto 1884. 
16", 304 p. 
"Garbieii, Q., Elementi di aritmetica ad 
uso delle scuole secondarie inferiori. Pa- 
dova, Sacchetto 1884. 
tö", 184 p- 
"Gauss, 7. G., Fünfstellige vollständige 
logarithm i sc he und trigonometrische Ta- 
feln. Aufl. ja. Halle, Strien 1884. 
8°, 198 p. 
Q«er, F. von, De méthode van Roberval. 
Amitträam, Wisk. GenooUch., Nieuw Aichief 
11, 1884, ï8— 4S. 
Oegenbaaer, L., Uebcr einige zahlentheo- 
re tische Functionen. 

Wien, Akul. d. Wissensch., SiUnngsbcr. (Math. 
Cl.) «», 1884. 37-79- 
Gegenbaaer, L., Zahlentheoretische Rela- 
tionen. 

Witn, Akad. d. Wissensch., Silzupgsl»r. (Math. 
Cl.) 89, 18S4, 841— 8so. 

Geloioh, E., Die mathematischen Instru- 
mente der Brescianei Grafen Giambattisla 

Suardi. 

Zeitscbi. far Mathem. 30, 1885; HUt. Abüi. 
I — 6. — Nolice SUT ud ouvrage publié à Brescia 
en 1753. 

°Oenau, A., Leitfaden der elementaren 
Geometrie für Lehrer- Seminare. 4* ver- 
besserte Auflage Büren, Hagen 1884. 
8", IV -f )6o p. -f Resultate (8 p.). 

Geoooohi, A., voir Realis, S. 
Genooohi, A., Teoremi di Sofia Germain 
intorno ai residui biquadratici. 

Bullett, di bibliogr. d. se. niaiem. 17, 18E4, 
148-15'- 
Oenooobl, A., Alcune asserzioni di C. F. 
Gauss circa le forme quadratiche 
YV ± nKZ. 
Bulle», di bibliogr. d. se. matem. 17. 1884, 
' nS— 247- 
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Geaooobl, A-, Due lettere di C. F. Gauss 
pubblicate dal principe B. Boncompagni. 
[ Tarine, Accad. d. se., AIti, 20. 1884. 7 p. 
— Les lettres de Gauss sont en date du 3 sept. 
1805 et du 30 avi. 1807; ils ont M poblite 
respectivement en 18S3 et en 1879. 

OUbert, Ph., Victor Puiseux. Esquisse 
biographique. 

Bruxelles, Soc. scient.. Revue 15, 1884, 5—37. 

'^irod, ï., Cours de géométrie théorique 
et pratique, éd. j, revue et corrigée. 
Paris 1884. 
8°, 391 p. 

Glaisher, J. W. L., Note on some algebraic 
formulae connected with a system of 
^-series in elliptic functions. 

Messenger or malhetn. 13, 1884, 139 — 135. 

Olashan, J. O-, Notes on the quintic. 

Americ. joum. of inaltiein. 7, 1S85, 17S — 179. 

^GUnzer, E-, Lehrbuch der Elementargeo- 
metrie. Theil I : Planimetrie, a* ver- 
besserte und vermehrte Auflage. Ham- 
burg, Nestler 1884. 



°Goedaeels, E., Théorie des surfaces réglées, 
précédée de la démonstration des pro- 
priétés principales des limites et des in- 
finiment petits. Louvain, Fonteyn 1885, 
8°, 76 p. 

Goursat, B., Sur l'intégration de quelques 
équations linéaires au moyen de fonctions 
doublement périodiques. 

Paris, Soc. malhém.. Bulletin 12, 1884, 96— 1 14. 

Goursat, E., Sur une équation analogue à 
l'équation de Kummer. 

Parit, Acad. d. sc., Comptes rendus 09, 1SS4. 
8sB-;-8S9. 

Gounat, E., Sur un cas de réduction des 
équations linéaires du quatrième ordre. 

Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 100, 1885, 
»33-^35- 
°Gow, J., Short history of greek mathema- 
tics. London 1884. 
8', 330 P- 
Oraberg, Ï., Bemerkungen über die pro- 
jectivischen Sätze von Schlomilch. 

Zeitschr. fUr M^hem. 29, 1S84, 368—369. 

Gram, J. P., Om Udjevning af Dedelig' 
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hedsiagttagelser og Oppermans Dedelig- 
hedsfoimet. 

Tidukr. for Matheiii. 2,, 1884. 113—139. 

Oram, J. P., En numCTisk Funktion. 
Tidukr. for Malbem. 2,, tS84, 170— 181. 

Grübler, H., Nachtrag zur Abhandlung: 
>Über die KrUmmungsmittelpunkte der 
Pohlbahnen >. 

ZcilMhr. Rlr Malhero. 90, 1SS4, 3Sz— 3S3. 

G-aioIiard, Sur les fonctions entières. 

Parit, Ec. norm., Annales 1,, 1884, 437 — 43a. 

°Ofintlier, S., Lehrbuch der Geophysik und 
physikalischen Geographie. Erster Band. 
Stuttgart 1S84. 

S". X ■(- 41S p. — Contient un grand nombre 

> de notices sur l'histoire de l'astronomie. — [Ana- 
lyse:] Ballet, des se. malhëm. 8,, 1884, 345— 
35S. (H. B.) — Zeitschr. ftlrMalhem. 20, 1884; 
Hist, Abtb. 126^219. (P. Treutlein.) — Arch. 
der Matbem. 1,, 1884 ; Litter. B«r. 47—48. (H.) 

Quldberg, A. 8., Kvotient og Produkt- 
Regning. (Fortsat.) 

TidssltT. for Mathem. 2,. 1884, 161 — 170. 

Halphen, Q. H., Forroules d'algèbre. Ré- 
solution des aquations du troisième et du 
quatrième degré. 
Nouv. ano. de maihém. 4,, 1S85, 17—35. 

Halphen, O. H., Sur un problème concer- 
nant les équations différentielles linéaires. 
Joum. de malhjm, 1,, 1885, 11—85. 

HaloBOhka, F., Reciproke Maxima und 
Minima. 

Zeitschr. fitr Mathem. 30. 1885, 57-59. 

"Hamilton, W. B,, Elemente der Quater- 
nionen. Deutsch von P. Glan. Band 2, 
zweite Hälfte. Leipzig, Barth 1884. 
8", p. 13—73. 3ai-436- 

"Hanojek, W., Aufgaben über Punkte, Ge- 
rade und Ebenen. Ein Beitrag zum Un- 
terrichte in der darstellenden Geometrie 
an Obcrrealschulen. 

i". n p- 

°Hankel, H., Die Entwickelung der Ma- 
thematik in den letzten Jahrhunderten. 2. 
Aufl. mit einem Vorwort von P. DuBois- 
Reymond. Tübingen, Fues 1885. 

S'. 27 P. - [Analyser " ' 

30, 18851 Hill. Atiib. x: 



Haaok, G., Theorie der trilinearen Ver- 
wandtschaft ebener Systeme. II. Artikel. 
Die orientirte Lage. (Fortsetzung des 
Aufsatzes: »Neue Construct tonen der Per- 
spective und Photogrammetrio im Band 
95, S. I.) 
Jouni. rUr Mathem. 97, 1884, 261—276. 

°Heoht, W., Zur Integration der Differen- 
tialgleichung 

Halle 1884. 
4°, 40 p. 

'^Hdilemanu, H., Sammlung geometrischer 
Aufgaben. ThetI 1 : Aufgaben, welche 
ohne Anwendung der Lehre von dec Pro- 
portionalität der Linien gelöst werden 
können. 5* vermehrte Auflage. Essen, 
Bädeker, 1884. 
8°. VII + 51 p. 



Hermite, Oh. 

continues. 
Ballet, des 



Hermite, 
phes. 
Joum. 



Oh. 



Sur la théorie des fractions 
K. mathfm. 9,, 1885, II— 13. 
, Sur les fonctions holomor- 



de malhtm. 1,, 1885. 9—10. 

Hermite, Ob., Sur une identité trigonomé- 
trique. 

NoQv. ann. de malhfm. 4,. 1885, 57—59. 
Hermite, Oh., Extrait d'une lettre [sur une 
fonction holomorphe]. 

Americ. joum. oC mathem. 7, tSSj, 168. 

Heymann, v.. Über die Integration linearer, 
nicht homogener Differentialgleichungen. 
Zeitschr. für Mathem. 30. 1S85. 27—51. 

Hllbert, D-, Über die invarianten Eigen- 
schaften spezieller binärer Formen, ins- 
besondere der Kugel funktionen. Königs- 
berg in Pr. 1885. 

4°, (4) + 30 + (2). — InBugoral-Dissertation. 

"Hinton, 0. H., What is the fourth dimension? 
A scientific romance. London 1884. 12°. 

HoBsfeld, O., Über die einer algebraischen 
Fläche eingeschriebenen regulären Te- 
traeder, mit Berücksichtigung der Flächen 
zweiter Ordnung. 

Zeitschr. für Mathem. 39, 1884, 351—367. 

°Hunter, J., The art of solving problems' 
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in higher arithmetic. London, Longmans 
1884. 
8°, loS p. 

"laely, I>., Essai sur l'histoire des mathé- 
matiques dans la Suisse française. Neu- 
chatel, Attinger 1884. 4°. 

HSB^KOBT», A- D-) Ochobhuh hpahh-ia 

nFH6.IIHXEHHArO BUIHC.IRHIA. 

Jouin. ekm. matem. 1. 1884. 139—139. — 
IsvjKKOFF, D. p., Formules ilÉmentaires (lu calcul 

approximatif. 

".Jaoobi, 0. G. J., Gesammelte Werke. 
Herausgegeben auf Veranlassung der Kö- 
niglichen Preussischen Akademie der Wis- 
senschaften. Dritter Band. Herausgegeben 
von K. Weierstrass. Berlin, Reimer 1884. 
4', Vlll + 6ii p. 
Jaggi, S., Sur les complexés de dioites du 
premier degré et sur leurs congruences. 
Nouv. ann. de matbém, 4,, 1885, So— 87. 

°Jam1iUohni, De vita Pythagorica Liber. 

Ad hdem codicis Florentini recensuit A. 

Nauck. Petropoli 1884. 8°. 
Jatue, II., Over het graphisch opiossen van 

bol vorm ige driehoekcn en van daarop 

gegronde zeevaart- en steirekundige vraag- 

stukken. 

Amtterdam, Witk. Genootsch., Nieuw Amhiet 

11, 1884, i-a?- 
"ErOPOBt, 9. M.. Kpatkoe pyKOBOÄCTBO 

APHAHETRKH H COBPAHIE 3AA4^'^, BU^HC- 
JEHlfi H APyrUXt ïnPAÏtEHBHlS A-IH HA- 
>IA.)IbHArO DPEDOX^BAHia. I (2-E H3Ä-), 11. 
MocKBA 1884-1885. 

S". — JECOROKF, Th. I., Pelit Irak* d'ariih- 
mélîque avec recueil de prublèmes, de calculs el 
d'autres exercices pour l'enseignement élémentaire. 
— [Analyse:] Journ. elem. malem. 1, 1884. 
IS4-ISS- 

Jonqnlères, B. de, Théorème concernant 
les polynômes algébriques complets; appli- 
cation à la règle des signes de Descartes. 
Paris, Acad. d. ic, Comptes rendus Ç9, 18S4, 
1143—1144. 

°Jüdt, E., Aufgaben aus der Stereometrie 
und Trigonometrie. Für Gymnasien und 
Realschulen bearbeitet. 3" vermehrte Auf- 
lage. Ansbach, Seybold 18S4. 
8°, S7 p. + I pi- 

"KaiBOT, H., Analytische Auflösung der iso- 



perimetrischen Aufgabe Steiners fUr ein 
Polygon. Jena 1885. V. 
°Eambl;, L., Die Elem en tar- Mathematik, 
fUr den Schulunterricht bearbeitet. Theil 
z, 4. Breslau, Hirt 1884. 

V. Th. 2: Plttniiueiiie, HI 4 104 p. — Th. 
4: Stereomelrie. IV -h 71 p, -t- 4 pl. 

Kantor, S., Sur une méthode pour traiter 
les transformations périodiques univoques, 
Parii, Acad. d. SG., Comptes rendus 100, 1SS5, 
4Z— 44. 

Eantor, S-, Théorie des transformations 
périodiques. 

Parit, Acad. d. se., Comptes rendus 100, 1SS5, 
95-97- 

Eantor, B., Sur une théorie des courbes 
et des surfaces admettant des correspon- 
dances univoques. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 100, 1885. 
343—346. 

°Earup, "W., Handbuch der Lebensver- 
sicherung. I. Ausg. I. Hälfte. Leipzig 
1884. 8°. 

Eleln, F., Zur Theorie der elliptischen 
Functionen ri" Stufe. 
I Ltifiig, Sachs. Gesellsch., Berichte 1884. 38 p. 

°Eleyer, A., Vollständig gelöste Aufgaben- 
Sammlung, nebst Anhängen ungelöster 
Aufgaben lUr den Schul- und. Selbstunter- 
richt, mit Angabe und Fntwickelung der 
benutzten Sätze, aus allen Zweigen der 
Rechenkunst, der niederen und höheren 
Mathematik. Stuttgart, Maier 1884. 
8°, Hefi. izi— 140 à 16 p. 

°Eober, J., Leitfaden der ebenen Geome- 
trie mit über 700 Ubungssätzen und Auf- 
gaben. Zweite Auflage.' Leipzig, Teubiier 
1884. 

8°, 86 p. 

EohI^ G., Über Satellitcurven und Satellit- 
flachen. 

kViin, Akad. d. Wissensch., Siiiungsber. (Iilath. 
CI.) 89. 1884, 144— i7ï- 
°Eohn, G., Über einen Satz von Stephanos. 
Akad: d. Wissensch., Sitznng>ber. (Math. 



Cl.)8 



1884. 5 P. 



Eoller, L., Über einige allgemeine, auf 
K noten verbind un gen bezügliche Gesetze. 
H'iiit, Akad. d. Wissensch., Siiiungsber. (Math, 
Cl.) 80. 1884, 350—365. 
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König, J., Theorie der partiellen DifTeren- 
tialgleichungen zweiter Ordnung mit zwei 
unabhängigen Variabein. 

Malhcm. Ann. 21, 1SS4, 465 — 536. 

EoenlgB, G., Sur les integrales de certaines 
équations fonctionnelles. 

Paris. Ec. norm. , Annales 1,, 1884; Supplément 
3—41. — [Éïtrtiit:] Parii, AcäiI. d. sc., Compies 
rendiLo 99, 1884, 1016—1017. 

KOCCAifLjE-iOcHoiiu aphhmbthkh; hepe- 
BOAt ri H«SEiiK.4ro II. Kpatob- 

CKATO. KlEBl. 

8', p. 1—40- KoBSAK, E., K1en.ci.is daiiih- 
méiique inOuiu de l'alleninnil pnr !. Ku.\<>>>i'skj4. 
~ Publié comme Appendice eu lonni. cicm. ma- 
lern. 1. 1884-1885. 

Eowalerski, Sophie, Über die Brechung 
des Lichtes in cristallinischen Mitteln. 

I Acm Mnihem. 6. 1884, î49»-304. — rmé- 
gration d'un syslème d'équalîoni aux dérivées pnr- 
lielles du second ordre. — A ce méitioire esl 
insér* p. 154-179 un mémoire de M. K. Wkieb- 
STRASS (Ur une méthode d'ïnlégrer une équaiîun 
linésiie aun dérivées partielles. 

SlrasB, M., voir Focke, M. 

Eroneok«r, L., Die Periodensysteme von 

Functionen reeller Variabeln. 

Berlin, Akad. d. Wissensch., Si liungsbe richte 

1884, 1071 — 1080. 

Kuen, über Flächen von constantem Krüm- 
mungsmaass. 

MünehiH, Akad. d. Wissensch-, Siliungsber. 
(Math. Cl.) 1884, 193 — îo6. 

Iiftolilan, "B.., Proof of a generalization of 
Newton's formula for the sums of the 
powers of the roots of an equation. 
Messenger of mathem. 13, 1884. '55 — 15Ï- 

°Laekeniaiui, 0., Die Elemente der Geo- 
metrie. Ein Lehr- und Übungsbuch für 
den geometrischen Unterricht an höhercn 
Bürgerschulen und verwandten Anstalten. 
Theil I, a. Breslau, Hirt 1884. 
8». 106 + 55 p. 

Lagnerre, E., Sur les coupures des fonc- 
tions. 

Farit, Acod. d. sc, Comptes rendus 99, 1884, 
1065-— 1067. 

Lagnerre, B., Sur les anticaiistiques par 
réfraction de la parabole, tes rayons in- 
cidents étant perpendiculaires à l'axe. 
Nouv, inn. de mathém. 4,, 1885. I — 16. 



' ''LaLande, J. de, Tables de logarithmes 
pour les nombres et pour les sinus. Bévue 
par Reynaud. Édition augmentée de 
formules pour la résolution des triangles. 
Paris 1884, 
16°, 46 + 236 p. 

Zjaaennana, E., Construction der von einem 
beliebigen Punkte der Ebene ausgehenden 
Normalen einer Ellipse. 

Zeitschi, fllr Maihem. 30, 1885, 53—57. 

liäaaté. H., Sur l'équilibre et la déforma- 
tion des pièces circulaires. 
Journ. de mathém. 10,, 1884. 367—385. 

"Leooraa, L-, Sur le surfaces à pente uni- 
forme et les réseaux proportionnels. Caen 

1884. 8°. 

Lefébure, A., Mémoire sur la composition 
de polynômes entiers qui n'admettent que 
des diviseurs premiers d'une forme déter- 

Pmis, Ec. norm., Annales I„ 1SS4, 3S9— 404. 

^Lflgeudre, A. U., Elements de géométrie. 
Nouvelle édition revue et augmentée de 
plus de 800 applications et d'un traité 
élémentaire d'arpentage et de nivellement 
par A. Cambifr. Mons 1884. 

Lemoine, 2., Sur tes nombres pseudo-sy- 
métriques. 

Parii, Soc. malhjm , Ballet. 12, 1SS4, 155 
-167. 

Le Faige, C, Sur la forme quadrilinéaire 
et les surfaces du troisième ordre. 

firuxillis. Acad. de Belgique, BuUelin 8,, 
1884. 555—563- — [Analj-se:] I,. c. 524. 
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.lEBllIHHT). A.. Metoai- peometphirorhxt. 

IIIIITL. 
Journ. elem. matem. 1, 1S84, 147 — 150. 214 

—122. — I.KVCHIN. A., Sur la méihode des lieux 
géométriques. 

Le70hin, A., voir Popoff, M. 

Levy, L-, Sur certaines équations linéaires 

aux dérivées partielles du second ordre. 
Parh. Aciid. d. se, Comptes rendns 100, 1885, 

98-100. 

Lie, S., Über Difîerentialinvarianten, 
Mnthera. Ann. 24, 1884. 537 — 578. 
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Ulbliutheca MatbcnuiK;. 



is, No i 



Lie, S., Allgemeine Untersuchungen über 
DifferentJalgleicbungen, die eine contiQuir- 
liche, endliche Gruppe gestatten. 
Maüiem. Ado. 2G, tSSs, 71 — 151. 

°Lie, 8., Mathematiske Meddelelser. Kri- 
stiania 1884. 

8°, 4 t- 4 p. 

Llndhageo, A., Om det ballistiska pro- 
blemet. 

Tidsskr. for Mathem. 26, 1884, 149—151. 
änT U Tfduclioii d'un« équation différentielle aux 
quadratures. 

Lindman, C. F., voir ëuklides. 

Lindskog, N., Om elastiska skifvors böj- 
ningar. 

Stockholm. Vet. Akad-, Üfversigl 41. 1884: 
a" 4, 61 -»84. 

LiouTllle, B., Sur quelques transformations 
nouvelles des équations linéaires partielles 
du secoad ordre. 

Pari!, Acad. A. se, Comples rendus 100, 1885, 
168—170- 

Lionvllle, B., Sur leä formes intégrables 
des équations linéaires du second ordre. 
Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 100, 1S85, 
Ï3S-Ï37. 

"Longohamps, Q. de, Géométrie analytique 
à trois dimensions. Paris, Delagrave 18S4. 



"Lübaen, H. B., Ausfiihrliches Lehrbuch 
der ebenen und sphärischen Trigonome- 
trie. Zum Selbstunterricht mit Rücksicht 
auf die Zwecke, des praktischen Lebens 
bearbeitet. 14', vielfach vermehrte und 
verbesserte Auflage. Leipzig, Brandstetter 



LËrotb, J., Über die kanonischen Perioden 
der Abel'schen Integrale. | 

I Münthat, Akad. d. Wissensch., Abhandlungen j 
15^2, 1885. 38 p. 

^aJJtfln, L. P. O., Theorie der gedeelCe- I 
lijke DifTerentialvergelijkingen van de eer- 
ste Orde. Delft 1884. 
8=, Vm + 128 p. 

Mao Hahon, F. A., Note on an algebraic 

identity. . 

MeucDgei of matheia. 13i 1SS4, r4i — 144. { 



Uaggl, G. A., Süll' integrazione delle equa- 
zioni diflferenziali del pendolo conico. 

Milane, Islituto Lombaido. Rendiconli 17,i. 
1884, 590—599- 
Uaggl, Q. A., Suir equilibrio delle super- * 
hcie flessibili ed inestendibilt. 

Milano, Iilituto Lombardo, Rendiconti 17t 1 
1884, 683-694. 

Mannheim, A., Sur le déplacement d'un 
dièdre de grandeur constante- 
Messenger of mathem. 13, 18E4, 16S — 169. 

Mannhelm, A., Représentation plane relative 

aux déplacements d'une figure de forme 

invariable assujettie k quatre conditions. 

Parii, Acad. d. se,, Comptes rendus 100. 1885, 

268—271- 

H[anslon}, P., Volume d'un prismatoide. 
Malhesis 5, 1S85, 9—10. 

Mansion, P., Note sur la méthode des 

moindres carrés. 

BruxtUis, Acad. de Belgique, Bulletin 9„ 1S85, 

9—14. 
Hantel, "W., Over combinatien. 

AmsltrJam, Wisk. Genootsch., Nieu» Archief 
11, 1884. 190. 

Maroer, P., Màs sobre el binomio de Newton. 

Ci'ûnica cientffica 7. 1884. 369—370- 

MAPKOB'B, A., Ü u-BKOTOPuxt npHJoaiE- 

HIAXl) A.trEBPHHECKHX'B HEnPEPUBBUXl 

,TP0BBJ1. C.-nETEi'Bypn. 1884. 

8°, (2) + II -H 131 p. — Markucp, A., Sur 
quelques applications algébriques des fractiuiis 



Hayer, A., Zur Aufstellung der Kriterien des 
Maximums und Minimums der einfachen 
Integrale Ijei variabeln Grenzwerthen. 

I Ltiftig, Sachs. Gesellsch. d. Wisse nsch., Berichte 
1884- 29 p. 

"Mellberg, E. J., Förberedande kurs i geo- 
metri. Helsingfors, Edlupd 1884. 

4°, 16 -I- 31 p. Rjdigé en suédois et en fin- 
landais. — [Analyse:] Finsk (idskrift 17. 1884. 
447— 45°- (A. Kamsav.) 

Mellin, Hj., En grupp af transcendents 
funktioner, hvilka besitta egenskaper lik- 
nande den, som tillkommer det reciproka 
värdet af den oandliga produkten. 

Stotk/ulK. Vet. Akad., Ofvcnigt 41, 1884: 
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Dibliotheca Malbematica 1885, N;o t. 



Uilinowakl, Zur Theorie der Kaumcurven 
vierter Ordnung ersler Art. 

Jouni. nir Malhem. S7. 1S84. 177—316' 

MHHHHt, A. n., H^HMEHtlDEMl IHCJIS, 

H)C«10IIIEHI AAHHOë qacJlO AÏJIHTEJIEfi. 

Moshiia, Malem. obchtch.. Sbomik 11, 1884, 

632 — 638. — Minin, A. P., Sur le plus peiii 

nombre ayant un nombre donné de diviseurs. 

Uinkowski, H-, Mémoire sur la théorie des 
formes quadratiques à coefficients entiers. 
I Paris, Acad. d. se. Mémoires ptés. par divera 
savant! 29, 1884. iSo p. 

Minnigerode, B., Untersuchungen Uber die 
Symmelrieverhâl misse und die Elasticîiat 
der Krystalle. Dritte Abhandlung. 

G'èllingtH, Geiellich. d. Wïssensch., Nachrichten 
1884, 488—493- 

MflCO^AOBl», A., Ab* teopemh BucniEÖ 

AJirSBFII. 

Moiktua, Matern, obchtch., Sbomik 11, 1884, 
616—631. — MjASOJEOOFF, A., Deux théorèmes 
d'slgèbie supérieure . 

^odnik, F. T., Lehrbuch der Arithmetik 
für Unter- Gymnasien. Abth. 2. 2 1* um- 
gearbeitete Auflage. Wien, Gerolds Sohn 
1885. 
8». 120 p. 

°Hodaik, B", T., Geometrische Anschauungs- 
lehre für Unter-Gymnasien, Abth. I. 21' 
umgearbeitete Auflage, Wien, Gerold's 
Sohn 1885. 
8°, IV + 81 p. 

°Uodroiil, E., Manuale di geometria per le 
scuole elementari superiori con ordinata 
progressione. Aggiuntavi un' appendice 
sulla formazione delle potenzc dei numen 
e suir estrazione della radice quadrata 
operetta adottata nelle scuola comunale 
di Milano. Terza edizione. Milano, 
Agnelli 1884, 
i6», 96 p. 

HoDteiro, A. Soh., Recherches relatives au 
cercle variable qui coupe deux cercles 
donnés sous des angles donnés. 
Jon), de se. mathem. S, 1884, 143 — 184. 

"lloreno, <3t., Ele menti di geometri a. 8' 
edizione. Torino 1885. 8". 

Uorera, G., Über einige Bildungsgesetze in 
der Theorie der TheÜung und der Trans- 
formation der elliptischen Functionen. 
Mathem. Ann. 25, 1885, 103— 211. 



Mair, Tb., On the development of deter- 
minants which have polynomial elements. 
Messenger of mathem. 13, 18S4, 135 — 139- 
Mokhopadbyay.A., Extensions of a theorem 
of Salmon's. 

Messenger of malhem. 13, 18S4, 157 — 160, 

°Kacke, J., Das Decimalrechnen auf Grund 

der Wesenheit des Decimalsystems. 2* 

Auflage. Neu bearbeitet und erweitert 

von F. S. HoLZiMGER. Linz, Fink 1884. 

Z", VII -f 84 p- 

HASHMOBt, n., cfMM« hhcetb, bs.^- 

HKHO nPOCTUXi Cb AAHHUlTt VACZOWh 
N liME nPEBUniAEDln.HXl APÏTOE HHCJIO P. 

Afaskwa, Malcfli. obchlch., Sbomik 11, 18S4, 
603—610. — Naswoff, p.. -Sur la somme des 
nombres, premiers respectivement à un nombre 
donné N et non supérieurs à un antre nombre P, 

NaMimow, P., Extrait d'une lettre [sur quel- 
ques points de la théorie des nombres]. 
Bullel, des se. mathém. 9,. 1885. 15 — zo. 

ITetto, B., über die Factorenzerlegung der 
.Discriminanten algebraischer Gleichungen. 
Mathem. Ann. 24. 1884, 579^587. 
Neuberg, J., voir Cesaro, ë. 

Nenberg, J., Mémoire sur le tétraèdre. 

] Bruxtliei, Acad. de Belgique, Mémoires cou- 
ronnés 37, 1884. (a) + 72 p. 

"Newoomli, S., Development of the pertur- 
bative function. 

Asttonomical papers prepared for the use of the 
American Ephemeris and Nautical Almanac 3, 
1884. 200 p. — [Analyse:] Bullet, astronom. 

1. 1884, 606—610. (0. Cai-landreao.) 
HHKy.lbll.EBt, IL, Metoa'b peometph- 

1ECKHXT. MBCTB. 

Journ, elem. malem. 1, 1884, 171 — 174. — 
NiKOULjZEFF, P., Sur la méthode des lieux g^omé- 

-OEPEHMOBt, B., Matebatmîeckia co- 

4H3HU. 1-E nPUEAB-TEHlE El> PHATEMA- 
THHECKUHli PASBJE^EUt^HlD .llDKACA. C- 

ÜETEPByprb 1884. 

8^. — Obreimofk, v. , Sophismes mathématiques. 
Premier appendice aux iréciéalionä roalhématiques« 
de M. Lucas. 
Ooagne,. H. d*. Sur la droite -moyenne d'un 
système de droites quelconques situées 
dans un plan. 

Paris, Soc, maihém., Bulletin 12, 1884, 114 
-123. 
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Ooagae, M. d*, Etude de deux systèmes 
simples de coordonnées tangentielles dans 
le plan: coordonnées parallèles et cootdon- 
\ nées axiales. (Continuation.) 

Nouv. ann. de inalhém. 3„ 1884. S4S— Soi. 
OoBgDO, M. â*, Sur l'équation indéterminée 
X* — Ky* = S'. 

Farii, Acad. d. se,, Comples rendus 99i 1884, 

Note SU!' les raccordements 



Ooagne, H. â 

paraboliques. 

Malliesis S, 1885, 1S~26. 



The 



°0'Oorman, D., Intuitive calculations. 

compendious calculator, or easy and con- 
cise methods of performing the various 
arithmetical operations. Corrected and 
extended by J. R. Young. 26. edit, care- 
fully corrected by C. Morris. London 
1884. 
11°, 3" P- 

Oekinghana, B., Elliptische Inte gra 1 fun et i o- 
nen und Ihre geometrische, analytische 
und dynamische Bedeutung. 

Arch, der Maihem. Ij. 1884, 337—448. 

Ovidio, E. d', Teoria analitica delle forme 
geo me triche fon dam entai i. l.ezioni date 
nelia Regia Univeisità di Torino, Torino, 
Loescher 1885. 

8", VIII + 20Î p. 

°OTiâlo, B. d', Geometria analitica. Parte 
prima. Torino, Loescher 1885. 

8°, Vlll + 5^9 p. — Conlient le trailé pré- 
cèdent et deuK autres Iraitts publiés en 1883. 

°Fagnini, O-, Primi elementt di aritmelica 
pratica seconde il programma governativo 
per le classe 2' e 3' elementart corredati 
di esercizi e problem! colle rispettive ris- 
poste. Ed. 4. Firenze, Paggi 18S4. 
16°, 48 p. 
°Paolla, B. de, Elementi di geometria. To- 
rino, Loescher 1884. 
8°, Vlll + 479. 

FapperltB, B-, Über verwandte j- Functionen. 
Malhem. Ann. 2&, 1885, 213— 211. 

FoBtore, G., Applicazione dell' algebra alla 
risoluzione dei problem i geometric i. Bo- 
logna 1884. 
ifio. 117 p. 
Paul, J. D., voir EucLiDiis. 



Faxton Yonog, O-., Solution of .solvable 
irreducible quintic equations, without the 
aid of a resolvent sextic. 

Anieric. joum. uf mathem. 7. (88$. 17a — 177. 

Pennaoohietti, G., Sugl' integrali completi 
di alcune classi di equazioni a derivate 
parziali d'ordine qualunque con due va- 
riabili indi pendent!. 

Milane. lïlituto Loiiibatdu, Keiidicunti 17,, 
1SS4, 279—282. 

Perott, J-, Démonstration de l'existence des 
racines primitives pour les modules égaux 
à des puissances de nombre premier im- 



lullet, des sc. malliém. 9,i 1885,' 



Fetit-Boia, G-, Sur l'évaluaii 
des aires planes. 

Mathesia 6, 1885. $—7, 27- 



1 approchée 



Ploard, B., -Sur les fonctions hyperfuchsien- 
nes qui proviennent des séries hypergég- 
métriques de deux variables. 

Paris, Acad. d. se., Cumptes rendus 99, 1S84, 
85Î-853- 
Ficard, B.| Sur les intégrales de différen- 
tielles totales algébriques. 

Paris. Acad. d. se., Comptes rendu« 99, 1884, 
961 — 963. 

Picard,' E., Sur les intégrales de différen- 
tielles totales et sur une classe de surfaces 
algébriques. 

Paru, Acad. d. se., Comptes rendus 90, 18S4, 



1147- 



149- 



Fioard, B., Remarque sur la réduction des 
intégrales abéliennes aux intégrales ellip- 
tiques. 

> Parii. Soc. nialhém., liulUtiii 12, 1SS4. ■S3 
-155 

Ploard, E., Sur une classe d'équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. 

Paris, Acad. d. se., Comptes lendus 100. 1865. 
231—233. 

Picard, E., Sur les fonctions hyperabéliennes. 
Journ. de maihém. 1,, 1885, 87-128. 

Fiob, G., Notiz tiber ganzzahlige lineare 
Substitutionen. 

Malhem. Ann. 34, 1884. 588—589. 
Pick, G., Über gewisse durch Funciional- 
gleichungen definirte Functionen. 
Matbem. Ann. S4, 1884, 590-592. 
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Tinkecton, B. H., ElemenUry text-book 
of trigonometry. London 1884. 
11°. 176 p. 

Folnouré, H., Sur la réduction des intcf- 
grales abéliennes. 

Paris, Soc. matliém., Bolletiii 1-2. 18S4, 124 
— 143. — [Exlrail^] Parii, Acad. à. se, Comptes 
icpdus 99, 1884, 853— S55. 

Poloearé, H., Sur une généralisation des 
fractions continues. 

Paru, Acad. d. se-, Cumpt« rendue 99i '884, 
1014—1016. 

Foinooré, H-, Sur les intégrales de différen- 
tielles totales. 

/•arû^Acad. d. se.. Cooiples rendus 99, 1884. 



I14S- 



"47- 



Polnoaré, H-, Sur une généralisation du 
théorème d'Abel. 

Parit. Acad. d. sc., CumplM reiidiu 100. 18S5. 
40-4Î. 

nOIIOBt, M. H .lEBUlHHl.A., aAMBTK.v 
l'vniEuiH yi'.VBHËUiIi. 

Juum. eUm' matem. 1, 1884. «S^-'SJ- — 
l'uPOh'K. M. El LëI'CHIN, a.. Keiiiaïquï sur la 
kolulioii des équalions. 

°Prodiger, O., Compendium der analytischen 
Geometrie der Ebene. 2' verbesserte Auf- 
lage. Clausthal, Uppenborn 1884. 
4°, S29 p. Lithographie. 

F[Tf tz), H., Tables d'an ti- logarithmes à huit 
décimales, suivie d'une table trigonomé- 
tri(]ue pour le calcul des logarithmes des 
nombres et des lignes t rigono ni étriqués. 
Copenhague, Gad 1884. 

8°. — [Coinpie reudu:] Tidsskr. Tuf Malbein. 
2„ 1884, >9i. 

Pachta, A., Analytische Bestimmung der 
regelmässigen convexen Körper im Kauma 
von vier Dimensionen nebst einem allge- 
meinen Satz aus der Substitution s theo rie. 
Ifitn, Akad. d. Wiueiiscb., Silzungsber. (Math, 
CI.) 89, 18S4, 806—840- 

"Fuobta, A., Analytische Bestimmung der 
regelmässigen convexen Körper in Räu- 
men von beliebiger Dimension. 

j iVien, Akad. d. Wisseiisch., Silzungsber. (Math. 
Ct.} 89. 1884. iS p. 

PAXMAH1IHÖBT>, H. H., Meto.ii h.ih 

CnOCOEli POE&PBA.IA XÅÅ nPOBEAEHIA 
KACATE.IbHUX'b Kl KFUBUMl. .IKUlJtHl. 
Joum. dem. malem. 1. 1S84— 1S85, 161 — 

168, 185—197. — RAKtMUANINOFI'. 1. 1., Sur 



Bainsay, A-, Proportionsläran i geometrin. 
I Htliinifors, Pedai£Ogiska företiiagen, Ti<Ukrif 

1884. 10 p. 

Bansenberger, O., Über eindeutige Func- 
tionen mit mehreren, nicht vertauschbaren 
Perioden. III. 

Matheni. Ann. 35. 18S5, 211—135. 

BealiB, 8-, Intorno ad uDa proposizione 
inesatta di Sofia Germain. 

Bullett, di bibliocr. d. sc. niatem. 16 O8S4), 

1885, 315—316. — Avec une cutuie note par 
A. Genijccki. 

Beblère, A., voir Bos, H. 

°Beidt, F., Sammlung von Aufgaben und 
Beispielen aus der Trigonométrie und Ste- 
reometrie. Erster Theil: Trigonometrie. 
Dritte Auflage. Leipzig, Teubner 1884. 
8°. vm -t- 250 p. 

"Beiclt, F., Die Elemente der Mathematik. 
Ein Hilfsbuch für den mathematischen 
Unterricht an höheren Lehranstalten. Theil 
2: Planimetrie. 7" Auflage. Berlin, Grote 
1884. 
8°, vm -h in p. 

Besal, H., Sur le roulement des surfaces. 

Paiii, Acad. d. sc., Cuniptes rendus 100. 1885, 

"Uodrignes, J. K., Memoria sobre a theoria 
da balistica. 

Liibea, Acad. das sc, Menmnas 1S84. Sur 
]'i[)légralion de quelques équations difTfrenlielles 
linéaires. — [Aualyse:] Jörn, de se. matheni. S, 
1884, 189—190. (G. T.) 

''Bodolph, P., Die Eigenschaften der einem 
Kegelschnitt ein- und umschriebenen re- 
gulären Dreiecke. Jena 1884. 
V, 48 p. -h I pl. 

Bunge, C, Über den Zusammenhang der 

Werthe einer algebraischen Function. 

Journ. für Malheni. 97, 1884, 337—344. 

Bange, 0., Zur Theorie der eindeutigen 

analytischen Functionen. 

Acta Mathcm. 6, 1S85, Z19— 144. 
Bunge, C, Zur Theorie der analytischen 
Functionen. 

Acta Mathem. 6, 1S85, 345—148. 

Bunge. C, Entwicklung der Wurzeln einer 
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BibliotheCB Malb«malica 1885, N:o 



algebraischen Gleichung in Suminen von 
rationalen Functionen der Coefilcienten. 
I Acln Mmheni. S. 1884, 305—318. 

Rnaaell, B., On the liitTerential equation 
dx ^ d, 



where U, —, (a, i, c, d. r\x. — i)'. 
Qunrt. jonm. of mnlheni. 20> 



!6 5-270. 

"Sadler, W. H., and WiU, W. B., Induc- 
tive arilhmetic; comprehensive and prnc- 
tical treatise, embracing the latest und 
most improved methods of peiforining 
numerical computations. Baltimore 1884. 



SftiiTage, Intégration d'un système d'équa- 
tions aux différences totales. 

Joom. de malhém. 10,, 1884, 387—406. 

"IHH.nErT>, H. H., TEOPia noTEHUiA.iHofi 

«VHKlllH. KlERl iHK.'r. 

'8". — S<.mu.EB, N. N., Theorie de la fonc- 
lioii polen lie De. 

"SohlBmilah, O., Eserci/ii per lo studio 
deir analisi superiore. Traduzïone di A. 
Favilla. Napoli 1884. 8°. 

Sohl&miloh, O., Bemerkung über den Fl- 
lipsenquadranten. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, r884. 376—378. 

SohlömUah, O., Notiz tiber die Lambert'sche 
Reihe. 
Zcilîchr. fur Malhem. 29, 1884, 3R4. ' 



Sohmidt, 

Zeilsch 


. fur 


Das gleichseitige Tetraeder. 
Matliem. 29, l8S4: 321—341. 
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der. 
Tids'^lir. for Malhem. 2,. 1884, IJ4 — 156. 

Sobroeter, H., Metrische Eigenschaften der 
cubischen Parabel (Raumcurve 3. O.) 
Malhcm, Ann. 26. 1885, 193—318. 
Schwarz, H. A.. Bemerkung zu der in No, 
10 dieser Nachrichten abgedruckten Mit- 
theilung des Herrn Weierstrass. 

Gållingfit, üe"ell*.ch. d, Wissensch,, N.ichrkh- 
len 1884, 51t.— sig. — Note sur le lu t moi re de 
M. Wtierslrnss menlioniif ci-dessous Col. 34—35. 

Segre, C, Sulla loria e lîulla classificazione 



délie omografie in uno spazio lineare ad 
un numéro qualunque di dimcnsioni. 

\Rama, Accad. d. Lincei, Memorie 19,, 1884. 
24 p. 

Sogre, C, Siille géométrie metriche dei 
complessi lineari e delte sfere e sulle^oro 
mutue analogie. 
I Torine, Accad. d. ^., AUi 19, 1883—1884. 

30 r- 

Segre, C, Ricerche sui. fasci di coni qua- 
drici in uno spaiio lineare qualunque, 
I Ti'Hno, Accnd. d. se, Alii 19. 1S84. 11 p. 

Segre, O., SuUe rigate rozionali in uno 

spazio lineare qualunque. 
I Ti-ùiù. Accnd. d. se., Atli 19. 18S4. 20 p. 

Segre, O., Sulla geometria délia retta e 

délie sue serie quadratiche. 
I Torino, Accnd. d. üc, Memoiie 36,, 1884, 

73 ?■ 
Segre, C, Studio sulle quadrîche in uno 

spazio lineare ad un numéro qualunque 



e 36„ 1884. 



I Torino. Accad 



Seydler, A., Ueber einige neue Formen der 

Integrale des Zwei- und Dre i körperprob lems. 
Wim. Akad. d. Wisscnscli., -SiliimgslMr. (Malli. 

C].),89. 1884, 851—871. 
°Bimoa, H., Die Elemente der Arithmetik 

als Vorbereitung auf die Functionen théorie. 

Strassburg, Schultz 1884. 8°. 
SJftblotn, E., Gm de entydiga integralerna 

till en.lineer homogen differentialequation 

med dubbel periodiska koefficienter. 

Stockholm. Veiensk. Akad,, öfversigt«. 1884: 

■t' 5. 155-168, 

SJfiblom, E., Studier inom teorin för de 
lineera homogena differentialequationer, 
h vilkas koefficienter äro dubbelperiodiska 
funktioner. Helsingfors 1884. 

4°. (4) + 43 + (■) 1'- " Thèse (»niversUé 
d'Helsingfors.) 

"Sobnoke. L. A., Sammlung von -Aufgaben 
aus der Differential- und Integralrechnung. 
Herausgegeben von H. Amsteis. j' Auf- 
lage. Theil I, 3; Fieurentafeln Theil 1, 
1. Halle 1884. 8",' 

Sparre, M. de, Sur l'erpolodie de Poinsot, 
Paris, Aead, d. sc. Comptes rendus 99, 1884, 

906 — qoi). 
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Sparre, U. de. Sur la réduction aux fonc- 
tions elliptiques de l'intégrale 



'' ^(x-oKa;-''K■c-0(■^-'0 
^ Bruxelles, Soc. scienl., Annnies 1SS4- 24 p. 

Spitser, S., Untersuchungen im Gebiete 
linearer DitTeren tia 1- Gleich ungen. Zweites 
Heft. Wien, Gerold's Sohn 1885. 
8'. VI + 49 p. 

"Stampfer, 8., Logarithmisch trigonometri- 
sche Tafeln, nebst verschiedenen andern 
nützlichen Tafeln und Formeln, imd eine 
Anweisung mit Hilfe derselben logarith- 
mische Rechnungen auszuführen. Zum Ge- 
brauch für Schulen, besonders aber für 
jene, welche sich mit der praktischen 
Anwendung der Mathematik beschäftigen, 
13* unveränderte Auflage. [Stereotyp- 
Ausgabe.]. Wien, Gerold's Sohn 1885. 
8°. XXtV -v taa p. 

Steen, A., Maximus Flanudes's Problemer. 
Tiibskr. for Malhem. 2„ 1884. r39— 14a. 

°Steiiihaiuer, A., Die Elemente des gra- 
phischen Rechnens mit besonderer Berück- 
sichtigung der logarithmischen Spirale. 
Wien, Holder 1885., 
8°, VI -t- 130 p. 

SM&berg, X. A., En egenskap hos lineära 
och homogena d i tfe ren ti al equal ion er. 

StffciÂolm, Vclcnsk? Akad., öfvenigt 41, 1884: 
n° 5. "43-153- 
StépbanoB, 0., Mémoire sur la théorie des 
formes binaires et sur Télimication. 

Parii, Ec, norra., Annsles 1,, 1884, 319—388. 
Stem, U. A., Eine Bemerkung über Divi- 
sorensummen. 
I Acia Mnthem. 8. iSSj, 337—328. 

"Stewart, Examination manuals. Algebra, 
Part 3. Simple equalions. London 18S4. 
8". 

Stleltjea, T. J., Un théorème d'algèbre. 
I Ada Mathem. 8, iSS;, 319— 310. 

Stieltjee, T. J-, Sur certains polynômes 
qui vérifient une équation différentielle 
linéaire du second ordre et sur la théorie 
des fonctions de Lamé. 

I Actn Malhem. 6, 1S85, 311 — 336. 



Stdeltjea, T. J., Sur une généralisation de 
U théorie des quaternions. 

Paris, Acad. à. se.. Comples reados 99. 1884. 
850-851. 

Stieltjea, T. J., Sur quelques théorèmes 
d'algèbre. 

Paris, Acad. d. se.. Compl« rendus 100, 1885, 
439—440. 

Stiel^eB, Note sur quelques formules pour 
l'évaluation de certaines intégrales. 
Bullet, aitronom. I. 18S4, 568-569. 

Stieltjes, T. J., Quelques recherches sur la 
théorie des quadratures dites mécaniques. 
Piiris, Ec. norm.. Annal» 1,, 1S84, 409—416. 
Story, W. B., List of modets ©f mathe- 
matical surfaces belonging to the Johns 
Hopkins university. 

Hatlimere, liopkins imiv., Circulars 4. tSSj, 
36-38. 
Stuart, O, H., Complex multiplication of 
elliptic functions. (Continued,) 

Quart, joum. of malhem. 20, (8S4, IZI — Z33. 
Stuart, G.'H., Note on the connexion be- 
tween I,egendre's coefficients and the 
.complete elliptic integral of the first kind. 
Messenger of mathem. 13, 1S84, 161-163, 

"Stubba, A., Lehrbuch der Geometrie für 
Stadischuten und Lehrerseminare. 9' von 
G. Krause bearbeitete Auflage. Leipzig, 
Kummer 1884. 
8°, vm t ï6o p. 

"UITyPMT), K., Kypci ahajihsa ch dph- 

JtOKHHIBHIi ».lEVEHTAPHOfi TBOPIH ».UHH- 
THIECKHXt *yHKlllfi M. V. ."loPAHA. 

IIepeb. B. Chhi^oba. 113^. '2-E npo- 
cHOTP. H jono.111. no 6-Hy «fahq. H3a. 
^. H. Kpiokobckhmi.. 1, IL C-Hetep- 
BVPn. I88i"». 

8°. — Sturm, C, Coure d'analyse, suivie de 
la théorie élémentaire des ronctions ellipliques par 
H. Laurent. Traduit par V. Sintzofp. i* éd. 
revue et augmentée d'aprts la 6' éd. fian;.; pu- 
filiée par 1). N. Kroukovskij. 

°Sturm, 0., Cours d'analyse de l'école po- 
lytechnique. 8' édition revue et corrigée 
par E. Proi;het, suivie de la théorie 
élémentaire des fonctions elliptiques par 
H. Laurent. I, IL Paris, Gauthier- 
ViJlars 1885. 
8^. 40 -t- 1130 p. 
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Sturm, E., Über Flächen a. Grades, welche 
zu sich selbst polar sind. 

Mathem. Add. 2S, 1SS5, 136—140. 
SylTBBter, J. J., Note on captain Mac 
Mahon's transfsrmation of the theory of 
invariants. 
Mcascnger a( iDatbem. 13, 1884, 163 — 165. 

Tait, p. G-, Theorem relating to the sum 

of selected binomial-theorem coefficients. 

MsssEDger of mathem. 13, 18841 <54 — 'SS. 

Tanneir, F., Questions Héroniennes. III. 
Bullet, des sc. mathem. B^, 1884, 359 — 376. 

^Ta^lor, J. H-, Elements of the differential 
and integral calculus, with examples and 
applications. Boston 1885, 8". 

Taylor, H. U., On a cubic surface, 

McsseDget of malhem. '13, 1S84, 145 — 147. 

Tobebloheff, Sur les fractions' algébriques 
qui représentent approximativement la ra- 
cine carrée d'une variable, comprise entre 
les limites données. 

Paris, Soc. matliÉm., Bulletin 12, 1SS4, 167 
— 168. 

Tcbebioheff, Sur la transformation du mou- 
vement rotatoire en mouvement sur cer- 
taines lignes, à l'aide de systèmes articulés. 
Parit, Soc. roathjm.. Bulletin 12, 1884, 179 
-187. 
Thaer, A., Unterscheidungszeichen der Flä- 
chen zweiter Ordnung. 

Zeitschr. ftlc Mathem. 29, 1884, 369—376. 

Tbaer, A., Zur Gleichung von Kegel und 
Cylinder. 
Zeitschr. fUr Mathero. 30. 1885, 59—64. 

Theorema van Ftolemaeus. 

Amsterdam, Wisk. Genootscb., Nieaw Archief 
11, 1884, 188-189. 

Tblele, T. N., Arkhimedes og v'3- 

Tidaikr. Toi Mathem. 2„ 1S84, 151 — 154. 

Thomae, J., Bemerkungen Über die Gauss'- 
sche Reihe. 

Cättingai, Gesellich. d. Wissenscb., Nachrichten 
1884, 493—496- 
°ThoinK)ii, "W., Mathematical and physical 
papers. Vol. ï. London 1884. 
8°, XI \ 407 p. -f ao pi. 
Tbne, A.. Kn Generalisation af den Brian- 
chon'sche Scetning. 

Tidsskr. for Matheni. %, 1884, 181 — 183, 



Tiobomandritsky, U., Über das Umkehrs- 
problem der elliptischen Integrale. 2' 
Note. 

Mathem. Add. 2&. 1885,197—101. 
Tognoll, O., Le funzioni algebriche studiate 
geome tricamen te . 

Giom. di malem. 22, 1S84, 308-331. 
Tonelli, A., Sulla rappresentazione analitica 
di certe fuDzioni singolari. 

Kema, Accad. d. I.incei, Kendiconti 1,, 1885, 
114—130. 
°ngaldeziibl&ar, G., La circunffrencia es 
una lltistän. Demonstraciän nueva gräfica 
del célèbre teorema de Pitâgoras. Défi- 
niciôn de numéro infinito y navegaciôn 
aérea, contra toda clase de tempcstates y 
vientos de ta atinûsfera. Bilbao 1884. 
4°.' »7 p. 
Walker, J. J., On the homogeneous equa- 
tions of a plane section of a geometrical 
surface. 

LvndoH, Mathem. soc., Proceedings 16. 1SS4, 
114— aji. 

°Tan den Broek, F, L.) Exercices numé- 
riques, graphiques et analytiques de géo- 
métrie élémentaire à l'usage des élèves. 
3* édition. Tournay, Castermann 1884. 
S°, XE + m p. ■<- 8 pi. — [Analyse:] Ma- 
Ihesia 5. 1885, 34- (P- M.) 
Tan der Berg, F. J., Over het meetkundig 
verband tusschen de wortelpunten eener 
vergelijking en die van hare afgeleide. 

Amsterdam, Wisk. Cenootsch., Nieuw Archief 
11, 1884, 1S3— 186- 
Tanëëek, J.'-8 et H.-K., Sur l'involution 
des dimensions supérieures. 

Paris, Acad. d. sc., Comptes rendus 99. 18S4. 
. 856—857, 909-9". 

BACHJIbEBŒ), A., Tbopih otaujibhi« kop- 

HEH CHCTBMl A-irEDPHIECKinCb yPABHBHifl. 
KA3AHI. 1884. 

8°, 114 -h Iir -l- CO p. — Vasiljei-f. a., 
Théorie de la séparation des racines d'un système 
d'équations algébriques. 
Weber, H., Zur Theorie der elliptischen 
Functionen. 
I Acta Mathem. 6, 18S5. 331—416. 
Weierstrass, K., Ztir Theorie der aus 
« Haupteinheiten gebildeten complexen 
Grössen. 

Göttingtn, Gesellsch. d. Wissensch., Nachrichten 
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1SS4, 39J— 419. — Les lAnmcrkungeni p. 414 
— 419 sont rtdigtes par H. A. Schwakz. — 
Comparez aussi ci-dessus col. 29, 

Weill, M., Sur un théorème de Jacobi re- 
latif à la décomposition d'un nombre en 
quatre carrés. 

parit, Acad. d. sc., Comptes rendus 99, 1884. 
S59— 861, 

Weingarten, J., Über die Theorie der auf- 
einander abwickelbaren Oberfl&chen. Berlin 
1884. 

Folio, (Z) + 43 P' — Extrait de (Festschrift 
der k. techiuschen Hochschule zu Berljt». 

°Teitb, H. A. H., Einführung in das Rech- 
nen mit Logarithmen. Zum Selbstunter- 
richt bearbeitet. Clausthal, Grosse 1885. 
8°, 51 V- 
VeneEiant, 0., fNole sur une fonction ho- 
lomorph e.| 

Americ. joum. of mllhem. 7, 1SS5, 16S — 169. 

VoToaese, Q., Di una cosiruzione della 
superficie del 4° ordine dotala di conica 
doppia. 

Veit™, Istituto, Atti 2,1 1884, 184t— >84t- 

"Veronese, G/, La superficie omaloide nor- 
male a due dimension!, e del quarto or- 
dine, dello spazio a cinque dimensioni, 
e le sue proiezioni nel piano e nello spazio 
ordinario. 

Rema, Accad. d. Lincei 19,, 1884. — [Arui- 
lyse:j Rama, Accad. d. Lincei, Transunti 8,, 1884, 
354—355- (BAriAGi-iNi.) 

"Weyr, £., Über Raumcurven fünfter Ord- 
nung vom Geschlechte Eins. Erste Mit- 
theilung. , 

I Wien, Akad. d. Wissensch.,Siuuiiesber. (Math. 
Gl.) 89, 1884. 10 p. 

"Wiegend, A., Lehrbuch .der. Stereometrie 
und sphärischen Trigonometrie, lo' Auf- 
lage. Halle 1885. 8°. 

Wiener, Oh., Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie. I. Band. Geschichte der dar- 
stellenden Geometrie, ebenflächige Ge- 
bilde, krumme Linien (erster Theil), pro- 
jektive Gebilde. Leipzig, Teubner 1884. 
8", XX ^r 477 p: 

*Vie*oT, A., Die harmonische Configuration 
24,. Freiburg i. Br. 1884, 
8°, *8 p. -h 3 pl. — Thise. 



°Wiloken, U., Über den angeblichen Bruch- 
strich. 

Hermes 10^2, 1884. 391—191. 



Wiu, " 



. E., 1 



r Sadler, W, H. 



Tille, B., Compositions d'analyse et de 
mécanique données depuis 1869 à La 
Sorbonne pour la licence as sciences ma- 
thématiques, suivies d'exercices sur les 
variables imaginaires. Paris, Oauihier- 
Villars 1885. 8". 

WInoUer, A-, Ueber eine Methode zur 
Integration der nicht linearen partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit zwei unabhängigen Veränderlichen. 
WUn, Akad. d. Wissensch,, Sitzungsber. (Math. 
Cl.) 8». 1884, 614-613. 

Wlttatein, A., Berichtigungen zu dem Auf- 
sätze [über einige, aus dem Arabischen 
entlehnte Sternnahmenj. 

Zeitschr. ftlr Mathem. 29, 1884; Bist. Abth. 
238. 

TiTsnti, G., Rettifica alla nota: alcuni teo- 
remi sulle funzioni intere. 

Giom. di malem. äS, 1884, 3Î8-380. 

BOflHOBt, A., BhccbkTopu vmobi tpej- 

■ rOJIbHHBA. 

Jouni. elem. malern. 1, 1884, 139—142. — 
VojNOFF, A., Sur les bissectrices des angles d'un 

"VoUbering, W., Lehrbuch der Gectmetrie 
für höhere Lehranstalten. 1. Theil: Geo- 
metrie der Alten. Bautzen, RUhl 1884. 

8°, IV ■(- 75 P- + 3 pl. 

BOPOHHXHHl», A. 'A., Obi. oähoä kap- 

TO^HOfl 3Aj1AÏ«. 

Joum. elem. malem. 1, 1884, 177— 181. — 
VoROHlKlllN, A. A., Sut un probltme de jeux de 

Voss, A., Über Polygone, welche einem 
Gebilde zweiten Grades umschrieben sind. 
Malhem. Ana. 26, 1885, 39—70. 
VoBB, A,, über die Ditferentialgleichungen 
der Mechanik. 

Malhem. Ann. 25, 1885, 25S— 2S6. 

^Zeising, A., Der goldene Schnitt. Nach 
dem nachgelassenen Manuscript des Ver* 
fassers gedruckt. Halle 18S4. 
4°, 28 p, + I pl. 
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Z[eatlien], R., [Maximus Planudes's Pro- 
blem er.) 

Tidsskr. for Mathem. 2,, 1884, 146 — 147- 

°Z8ppTit«, K., Leitfaden der Kartenent- 
wurfslehre für Stud i rende der Erdkunde 
und deren Lehrer. Leipzig, Teubner 1884. 

8°, Vni + 16a p. — [Analyse;] Zeilschr. filr 
Mathem. 30, if^Sj; Hiat. Abib. S— 13. (L. Neu- 
mann.) 

Correspondance. [Extraits de lettres de MM. 
d'Oc&gne, Genocchi et G. Peano.] 

Nouv, ann. de malhém. 8,, 1884, 579. — 
Matheiis 5, 1885, ii. 



[Divers problèmes proposés ou résolus.] 

Journ. tieu. mateni- l, 1884—188$, 113— 
128, 14Z — 144, ISS — 160,181 — 184,204 — ao8, 
322 — Î24. — Maihesis 4, 1884, 238— ï49i 6, 
iSSS, 12— 24. — Tidsskr. for Malhem. 2,, 1884, 
1S6 — 157, 187 — 18g. — Nouv. ann. de mathfin. 
l.> iSSs, S6. I04: — Joni. de se. matbem. 5. 
1884, 184- 1S6. 



Nécrologie. 

LIOHNET. . 



: mathém. 4,, 1S85, 56. — Sur 



Notes mathématiques. 

MathcsU 4, 1884, 136—237; 6, iSSs, 10— 
II. — Tidsskr. for Malhem. 2,, 1SS4, igo — 191. 

RBFBRATB UND REOENSIONIiN. — COUFTBS RENDUS BT ANALYflBS, 

Jahrbuch Über die Fortschritte der Mathe- 
matik, herausgegeben von C. Ohrtmann. 
14 (i88a), Heft 1. Berlin, Reimer 1885. 
8°, (») p. + p. 433-736. 

Die inbetreff der exakten Wissenschaften im 
Alterthum während der Zeit vom Oktober 
1879 bis Schluss 1882 erschienenen Werke, 
Schriften und Abhandlungen. Ein Bericht 
von M, CuBTZE. Nachtrag von Fr. 

HULTSCH. 

Jahresber. Üb. die Fortschr. d. class. Aller- 
Ihnniswisseiiscbafl, 40, 1884.' P. So a — $0 h. 
— Comparez Bibliotb. Matbem. 1884 col. 73. 



Acta Matheniatica. Stockholm. 4°. 

Göfimgtit, Gesellsch. d. Wisseiucb., Nachrichten 

1884, S08— 509- (E. SCHERtNC.) 

Anonyme, Déterminer géométriquement ou 
analytique men t, les lignes de courbure de 
la surface des ondes. 

BrtixilUj, Acad. de Belgique, Bulletin S,. 
1884, 711-713. (E. Catalan, de Tillv et 
P. Mansion.) — Rapport trïs défavorable sur un 

AscHiERt, Sulla geometria délia retta. 

Mi tana, Istituto Lombardo, Rendicontï 17,, 

1884, 756—758. (F. ASCHtERI.) 

Backlund, O., Zur Entwickelung der Stör- 
ungsfunction. . (Mém. de l'acad. de S:t- 
Pétersbourg 33„ 1884.) 

Bullel, astronom. 1, 1884, 610—614. (O. 
Callandreau.) 
Baer, Die Function des parabolischen Cy- 
linders. CUstrin 1883. 

Zeilscbr. fOr Mathem. 30, l8Ss; Hist. Abik. 
36—37. (P. Zech.) . 



Bardey, E., Zur Formation quadratischer 
Gleichungen. Leipzig, Teubner 1884. 8". 
Deutsche LiUerUura. 6, 1884, 1624. (Netto.) 
— Liier. Cenlmlbl. 1885, 146. (G— L.) 

Benoist, A., Tables de logarithmes à six 
décimales construites sur un plan nou- 

' veau. Paris, Delagrave. 

Zeitschr. fUr Mathem. 30. 1SS5; Hist,,Abth. 
33-34- (CANToa.) 

BiANCHi, L., Sulle curve a doppia curvatura. 
Bullel, des se, matbém. 9,, 1885, 7—10. (J. T.) 

Bibliotheca Mathematica. Stockholm 1884. 

, a„ 1884, 191-192. (j. 

BoKLEN, O., Analytische Geometrie des Rau- 
mes. 2. Aufl. Stuttgart, Koch 1884. 
Zeitschr. für Mathem. 38, 1SS4: Hist. Abth. 

- 231 — 233. (Cantoi.) — M. Castor fait voir 
que l'indicatioB •2. AuH.b ne se rapporte qu'aux 
demiires feuilles de l'ouvrage; aticune des autres 
feuilles n'a été téimprimie. 

B0NCOMPAGN1, B-, Lettre de Charles- Frédéric 
Gauss ?u Dr. Henri-Guîllame-Mathias Ol- 
bers en date de < Braunschweig den 3. 
September 1805». Berlin 1883. 4". 

^icscbr. far Mathem. 30, 1885; Hist. Ablh. 
21 — 22, (Cantor.) 

Bqncompagni, B., Intoroo ad una lettera di 
t^rlo Federico Gauss at D' Enrico Gugli- 
elmo Mattia 01 bers. (Aiti d. Accad. d. 
N. Lincei 86, 1884.) Roma. 4°. 

Bruxtlla, Acad, de Belgique, Bulletin gf >fl84, 
309—311. (E. Catalan.) 
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Bulletin de la soci<^té mathématique de France. 
Tome II. Paris 1883. 8°. 

Btillet. des sc. matlittn. 8„ iSSs; Revue 5 — 12- 
(L. RJ 

Bullellitio di bibliografia e di storia delle 
scienze matemaliche e fisiche. Tomo 
XVI. Roma 18S3. 4°. 

Arch. dcT Malhcm. 1,, 1S84 i Liller. Ber. 46 
-47- (H.) 

Comptes rendus hebdomadaires des séances 
de l'académie des sciences. T. 98. Paris 



malhjm. 



1884: Revue 



CoRDBiRO, L., De como navegavam os portu- 

guezes no começo do secuto XVI. (Bo- 
. letim da sociedade de geographia de 

Lisboa 4, 1883.) 
Jörn, de se. malem. S, 1SS4, 1S7 — iSS. (U. T.) 

— L'ouvrage analysé contient quelque notices 

sur l'histoire de l'asironomie. 

CzuBER, E., Geometrische Wahrscheinlich- 
keiten und Mittelwerthe. Leipzig, Teubner 

1884. 8". 

Zeitschr. rur Matbem, 30. 1885: Uiat. At>th. 
î4— 17. (Cantor.) — Deutsche Lilteraluri. S, 

1885, 98—99. (SCHL.) 

DOrholt, K., Über einem Dreieck um- und 
eingeschriebene Kegelschnitte. Münster 
1884. 
Zeitschr. für Mathem. 30, l88S; Hist. Ablh. 

II. (K. SCHWEREHG.) 

Galopin-Schaub, Ch., Théorie des appro- 
ximations numériques. Notions de calcul 
approximatif. Genève, Georg 1884. ia°, 
Zeitschr. für Mathem. 30, 1885: Hisl. Ablh. 
3î. (Cantor.) 

Ge«r, p. van. Het geboorte-jaar van W. 
Snellius. (O verged rukt uit Album der 
Natur). — Notice sur ta vie et les tra- 
vaux de W. Snellius. (Extrait des Ar- 
chives Néerlandaises t. XVIII.) 

Arch, der Mathem. 1,, 1884; Litter. Bei. 45 
-46. (H.) 

Graekb, f., Vorlesungen, über die Theorie 
der Qtiaternionen mit Anwendung auf die 
allgemeine Theorie der Flächen und der 
Linien doppelter Krllmmung. Leipzig, 
Teubner 1883. 8°. 

Liter, Ceniralbl. 1884, 1705—1706. (G— L.) 



Gkeve, A., Fünfstellige logar ilh mise he und 
trigonometrische Tafeln nebst einer grös- 
seren Anzahl von Hilfstafeln. Bielefeld, 
Velhagen 1884. 8". 

Zeitschr. fUr Mathem. 30. 1S85; Hist. Ablh. 
34. (Cantor.) 

Grünwald, V., Saggio di aritmelica non 
décimale con applicazioni del calcolo 
duodécimale e trigesimale a problem! sui 

■ numeri complessi, Verona, Münster 1884. 



Haentzschei., e.. Über das Cartesische 
Oval. Greifswald. 8°, 

Bullet, lies sc. mathjni. 6,, 1885, 10— II. 
fj. T.) 

Hellek, A., Geschichte der Physik von 
Aristoteles bis auf die neueste Zeit. B. 2: 
Von Descartes bis Robert Mayer, Stutt- 
gart, Enke 1884. 

Arcb. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 
43-44- (H.) 

Hellwic, c.. Über die quadratischen und 
cu bischen Gleichungen mit besonderer Be- 
rücksichtigung des irreducibeln Falles bei 
den letzteren. Erfurt, Villaret 18S4. 8^ 
Zcilschr. fftr Mathem. 30. 1885; Hist. Abth. 
31—33. (Cahtok.) — Liter. Centralbl. 1885, 
83-84. (G-L.) 

Hbnrici, J. und Treutlein, P., Lehrbuch 
der Element argeometrie. Dritter . Theil : 
Lage und Grösse der stereometrischen 
Gebilde. Abbildung der Figuren einer 
Ebene auf eine zweite (Kegelschnitte); 
Pensum der Prima. Leipzig, Teubner 
1883. 8". 

Zeitschr. rar Mathem. 90, 1SS4: Hist. Abth. 
230. (Caktok.) 

Hochheim, A., Aufgaben aus der analy- 
tischen Geometrie der Ebene. Heft. II: 
Kegelschnitte, Ab t he i tung I. Leipzig, 
Teubner 1883. 8°. 

Zeitschr. für Mathem. 39,. 1884; Hist. AUb. 
13 1 . (Cantur.) 

Hunrath, K., Die Berechnung irrationaler 

Quadratwurzeln vor der Herrschaft der 

Decimalbrüche. Kiel, Lipsius 1884, 8°. 

Liter, Centralbl, 18S4, 1595- 1396' (— z— b.) 

JuRiscH, E., Questions de géométrie descrip- 
tive (mathématiques, spéciales), ä l'usage 
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des candidats i I'licole polytechnique et 
ä racole centrale des arts et manu Tactu res. 
Paris, Delagrave 1883. B". 

Nouv. ann. de malhfin. 4,, 18S5, 55. 
Killing, W„ Über die nichteuklidischen 
Raumfoimen von « Dimensionen. Fest- 
gabe für das Briloner Gymnasium zum 
33. October 18S3. Braunsberg, Huye 
1883. 

ZeitEcbr. (Ur Mathem. 30, 188$; Hiat. Abib. 

13—15. (V. SCHLECEL.) 

Lacrance, C, Développement des fonctions 
d'un nombre quelconque de variables in- 
dépendantes à l'aide d'autres fonctions de 
ces mêmes variables. 

Bruxellei, Acad. de Belgique, Bulletin 8. < 1S84, 
317—323. (P. Mansion.) 

Lepsius, R., Die Längenmaasse der Alten. 
Berlin, Hertz 1884. 8°: 

Liier. Cenlralbl. 1884. 1397— 1399. (F. H.) 
MiLiNowsKi, A., Elementar- synthetische Geo- 
metrie der gleichseitigen Hyperbel. Leip- 
zig, Teubner 1883. 

Liter. Ceiitralbl. 1884, >594— 159$. (G— L.) 
— Zeitschr. fUi Malhem. 30, 1885; Hist. Ablh. 

15-18. (K, SCMWEBIHC.) 

Narducci. £., Sur un manuscrit du Vatican 
du XIV* siècle, contenant un traité de 
calcul emprunté à la méthode iGobârii. 
(Bullet, d. se. mathem. 7,, 1883.) 

TiriW, Accad. d. se., Atli 1&, 1884, 411. 
[F. SiACCi.) 

OcAGNE, M. d', Sur un algorithme algé- 



brique. — Théorie élémentaire des séries 
récurrentes. (Nouv. ann. de mathém. 2 
—3, 1883— 1884.) 
Jom. de se. mathem. 8, 1SS4, 187. (G. T.) 

PFANNENSTrEL, E., Zur Theorie der linearen 
partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit zwei unabhängigen Verän- 
derlichen. (Acta Soc. Sc. Upsaliensis 11, 
.883.) 
Nordisk revy 2, 1884, 308— no. (K. M.) 

Rausenberger, o., Lehrbuch der Theorie 
der periodischen Functionen einer Vari- 
abein mit einer endlichen Anzahl wesent- 
licher Discontinuiiätspunkte nebst einer 
Einleitung in die allgemeine Functionen- 
theorie. Leipzig, Teubner 1884. 8°. 
Zeitscfar. far Mathem. 30. 1885; Hist. Abth. 

7—8. (M. NOETHER.) 

(Listes d'ouvrages récemment publiées.] 

BulletL di bibliogr. d. se. matem. 17, 18S4, 

111-164, 371-314- — Bibliolb. mathcm. 1884, 

81 — 113. — Nouv. ann. de malbém. 3,. 1S84. 

580—581. 4,, 1885, 101—104. — Zeitîcbr. fur 

Mathem. 38, 1884: Hisl. Abih. 336—338. 30. 

1885; Hisl. Abth. 38- 40. — Arcb. der Malhem. 

1,, 1884; Litter. Bet. IV. 
Mathematisches Abhandlungsregister 1883. 

Zweite Hälfte; i. Juli bis 31. December. 
Zeitschr. Hlr Malbem. 39, 1S84; Hisl.' AbIb. 

339-356. 
Register, naar de onderwerpen gerangschickt, 

op eenige wiskundige tijdschriften. 

Amtlirdaiti, Wisk. Genoolscb-, Nieuw Arcbicf 

n. 1884. 191-113. 



VERMISCHTE NOTIZEN. — MÉLANG-ES. 



Sur l'origine da symbole x employé 
oömme sicne â'n&e Quantité inoonnue. 

M. P. DE Lagarde, dans une note: Woher 
stammt das x der Matkematikerè insérée 
aux Gfittingische gelehrte Nachrich- 
ten 1883, p. 409 — 413, a cherché à établir 
que la lettre x employée comme signe d'une 
quantité inconnue tire son origine des arabes. 

Voici la manière dont le célèbre orien- 
taliste croit pouvoir démontrer sa thèse. 

On sait que, chez les arabes, la pre- 
mière puissance d'une quantité inconnue avait 
le nom iat (chose); on sait aussi que les 
arabes de l'Espagne se servirent, dans leurs 
calculs, de l'abréviation s, au lieu d'écrire 



le mot entier sai. Maintenant il est prouvé 
par plusieurs faits, qUe la lettre arabe s fut 
rendue, chez les peuples occidfntaux de la 
renaissance, par la lettre la.tine x; donc x 
est devenu chez nous le signe d'une quantité 



Comme on vojt, la déduction de M. La- 
garde semble très acceptable, mais malheur- 
eusement il y a une fort importante objec- 
tion à y faire. En effet, quiconque a étudié 
l'histoire de l'algèbre pendant les 15' et 16' 
siècles, doit avoir trouvé qu'aucun auteur n'a 
employé, pendant ce temps, la lettre x. Le 
symbole le plus usité pour désigner une 
quantité inconnue était un signe spécial qui 
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reasernble uit peu ä la lettre grecque x et 
qu'on suppose ordinairement être une dé- 
formation de la lettre r (lettre initiale du 
mot res qui est une traduction en latin du 
mot sai). Ce symbole fut employé encore 
en 1657 par Walus [Opera matA^ma/ica, 
T. I, Oxonii 1657, 4°, p. 71). Du reste 
il y en avait un grand nombre de symboles 
différents (Co, p, R, t, etc.). 

1^ premier auteur qui s'est servi notoire- 
ment de la lettre x est Descartes dans 
sa Géométrie (1637), mais je doia faire ob- 
serve! que Descartes lui-même emploie 
souvent çn premier lieu la lettre e et non x 
quand il lui faut désigner quelque quantité 
inconnue (voir p. e. Descartes, Geometria 
ed, V. ScHoOTEN, Amst. 1659, 4°, p. s. 6.) 
Je n'ai pu trouver dans les écrits de Descar- 
tes aucune mention de la raison pour la- 
quelle il a introduit les lettres x, y, s, 
mais il est très probable qu'il ait choisi les 
dernières lettres de l'alphabet pour distinguer 
ainsi entre les quantités connues et les quan- 
tités inconnues, En effet. Newton, dans son 
Aritkmetica universalis (voir p. ex. l'éd. 
Lugd. Batav. 1733, 4°, p. 5) dit expressé- 
ment: — — designamus incognitas 

[quantitates Uteris] finalibus b, y, x, etc. 

D'après une notice de M. Cantor {Petrus 
Ramus, Michael Stiefel, Hieronymus Car- 
danus. Zeitschrift für Mathematik 
und Physik, B. a, 1857, p. 366) Harriot 
avait déjà introduit l'usage de ta lettre X, 
mais je crains qu'il n'y ait là un lapsus 
calami, car j'ai parcouru l'ouvrage posthume 
de Harriot: Ârtis analyticae praxis (Lon- 
dini 1631, Fol.) sans, pouvoir y retrouver 
la lettre x. En effet, Harriot désigne les 
quantités inconnues par les voyelles a, e, etc. 

Nous pouvons donc énoncer ces conclu- 
sions: 

1°. Le premier auteur qui s employé la 
lettre x est Descartes en 1637. 

ï". Descartes ne fait aucune mention 
d'avoir tiré ce symbole des arabes. 

3", Au contraire, il est fort vraisemblable 
qu'il ait choisi x comme étant une des der- 
nières lettres de l'alphabet. 

4°. La lettre x n'a joui d'abord d'aucune 
préférence lelativement aux lettres y et s. 



J'ai cru utile d'appeler l'attention sur 
l'invraisemblance de l'hypothèse de M. La- 
garde parce qu'elle semble avoir été accep- 
tée sans réserve par plusieurs auteurs (voir 
p. e. Malmsten : Om uppkomsten af x 
såsom beteckning för den obekanta. Nor- 
disk tidskrift för vetenskap, konst 
och industri (Stockholm) 1883, p. 13$ — 
140. Elliott: The Nakuatl- Spanish dia- 
lect of Nicaragua. Johns Hopkins uni- 
versity circulars, vol. 3, 1884, p. 75. 
Comparez aussi le compte rendu de la note 
de M. Lagarqe dans Jahrbuch Über die 
Fortschritte der Mathematik, B. 14, 
1884, p. 3l). 

Stockholm. O. Bawtriïin- 

HoUoe sur les numtuorits de m*tli<- 
matiquea de la Oollvotioa Librt-Ash- 
barnham achetée par le gouTeme- 
ment italien. 

L'intérêt que le monde savant a témoigné, 
dans ces derniers temps, à la collection de 
manuscrits formée par Lord Bertram Ash- 
BURNHAM dans sa résidence Ashburnham- 
place, se rattachait particulièrement aux 
trésors d'autographes, d'anciens manuscrits 
et de documents concernant l'histoire poli- 
tique et littéraire. Parmi les quatre. fonds, 
dont s'était formée celte collection, jugée 
l'une des plus remarquables qui aient été 
formées au XIX"* siècle, nous fixerons par- 
ticulièrement notre, attention sur celui connu 
tous le nom de iFonds Libri>, dont une 
grande partie vient d'être achetée par le 
gouvernement italien et déposée dans la 
Bibliothèque iMediceo-Laureruianai de Flo- 
rence. 

Le fonds LiBRi, dont le catalogue rédigé 
par lui-même, a été publié par Lord Ash- 
BURNKAM en 1853, était très-imparfaitement 
connu, soit à cause de l'extrême rareté du 
catalogue, soit ^ cause des difficultés que 
le noble propriétaire opposait, sauf quelques 
exceptions, aux savants, qui auraient voulu 
profiter de ses collections pour leurs études. 

Le catalogue de l'achat fait tout récem- 
ment par le gouvernement italien, mis à la 
portée de tout le monde, a permis de vérifier 
ce qu'auparavant l'on ne savait qu'impar- 
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faiiement, c'est à dire que parmi les ma- 
nuscrits de la pr^ieuse collection il y en a 
un grand nombre qui se rapponent aux ma- 
thématiques et à leur histoire. 

Voici un résumé de ces manuscrits d'après 
une classification rédigée sur les notices 
fournies par le catalogue. 
Abaque. — Dix manuscrits, parmi lesquels 
deux exemplaires du traité de Maître 
PAtTL Dagomari, appartenant au 
XIV- siècle. 
Algèbre. — Quatre manuscrits, dont un ap- 
partenant au XV'° siècle. 
Arithmétique. — Dix-neuf manuscrits, parmi 
lesquels cinq appartenant au XIV"* 
siècle, dix au XV"*, dont un contient 
un exemplaire de la pratique d'arith- 
métique de LÉONARD DE PiSE. 
Astrologie. — Onze manuscrits, parmi les- 
quels un appartenant au XIV* siècle, 
quatre autres au XV"*, dont un 
contient 1' Arch and reo de Gérard 
DE Crbmc^e. 
Astronomie. — Cinquante-huit manuscrits, 
parmi lesquels un appartenant aux 
XI" et XII"" siècles ; trois au XIII-*, 
onze au XIV*, vingt-un au XV*, 
dont un contient dés travaux de 
Prosdocimo de' Beldomamdi, un 
autre la Theorica Plaoetarum d'Aw- 
dal6 de Nigro, un autre encore 
les Tabulae Astronom icae d' Al- 
phonse de Castille, ayant appar- 
tenu à Nicolas Coppernic; enfin 
parmi ceux appartenant au XVII"* 
siècle les Tabulae variae Astrono- 
micae, autographes de Kepler, et 
une traduction latine des lettres de 
Galilée sur les taches solaires. 
Géométrie. — Trente manuscrits, dont un 
appartenant aux XIII"' et XIV' 
siècles, quatre au XIV*, six au 
XV"*, et parmi ces derniers un ma- 
nuscrit contenant des travaux inédits 
de Léonard de Vinci avec d'ad- 
mirables desseins. 
Mathématiques en générai. — Dix manu- 
scrits, parmi lescjuels un recueil de 
Nicolas de Cuse, appartenant au 
XV"* siècle. 



Voila, par conséquent, de précieux ma- 
tériaux, dont, jusqu'à présent, ne pouvaient 
pas profiter les savants qui s'occupent de 
l'histoire des sciences, et qui sont mis à la 
disposition de tout le monde dans la bi- 
bliothèque dont le génie de Michel-Ange a 
fait un chef-d'œuvre des plus remarquables. 

Padova. Janvier 1885. A. Vêivaxo. 

Notice vax Im écrits luBthtfmfttiq&eB 
d'antatm etrangra« publié« en Snéde 
ou traduite eb suédois. 

Quiconque a fait des recherches biblio- 
graphiques relatives à un auteur dont des 
écrits ont été ' publiés ou traduits en une 
langue étrangère, a remarqué plusieurs fois 
comment il est difficile d'avoir toujours des 
indications exactes sur ces écrits, surtout 
quand il s'agit d'une langue peu répandue, 
p. ex. du suédois. ' Four celle raison j'ai 
inséré ici une notice bibliographique sur les 
écrits de mathématiques pures d'auteurs 
étrangers qui ont été publiés en Suède ou 
traduits en suédois. 

J'ai omis tous les mémoires insérés aux 
journaux Acta Mathematica et Biblio- 
theca Mathematica, parce que ces deux 
journaux, bien qu'ils soient publiés en Suède, 
ont un caractère essentiellement internatio- 
nale, et parce que, du reste, ils sont tous 
deux très facilement accessibles. 

L Antenra frufaili 

EQUAtlONS-THEORI, AF M. BOURDOH. FrÄN 
SJtJNDE UPPLAGAN ÖFVERSATT AF C, W. 

VON Heidenstau. Stockholm 1840. 

8", IV -f 211 + <i) p. — Aï«! BIM prffac« 
par F. Wredb. — Cet écrit cit une traduction 
de» chap. VU— IX des •Elémens d'algèbre* (Paris 
182z. 8°). La traduction a fié Taile lur la 7* 
édition qui fui publiée ta 1834. 

Inledning til geometrien. Af Herr Clai- 
RAUT. öfversat ifrån Fransyska Språ- 
ket. Stockholm 1744. 

8°, (16) -h 190 -f 21 -h Ci)p. + 14 pl. — A*ec 
une prérace par J. Faccot. \jt litre de l'original 
M: >£iénieiis de géomélriei. (Paris 1741. 8°.) 
Le traducteur anonyme était P. Elvius. — Nouvelle 
édition : 

Inledning til geometrien. Af Herr 
Clairawt. Öfversatt ifrån Fransyska 
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Språket. Stockholm. Andra gängen 
uplagd 1760. 
8°, (16) + 144 + (16) p- + 14 pi- 
Analytisk geometri af Garnier, öfver- 
satt AF I,. F. Svanberg. Stockholm 

1831. 

g°, (2) -F 460 p. + 14 pl. — L« litre de 
l'originù est: • Geometrie analytique ou application 
de l'algïbre k la efométriet (Z* éd. Paril iStJ, 
S"). 
Sur les développements de la fonction 
F^x) = sa'x. cn'j. dn'x, où les exposants 
sont entiers. Par M. Ch. Hermite. 

Slackhvlm, VeC. Akad., Bihang 3 n" 10, 1875. 



Geometriens elementer, af Legendre. 
Öfversättning, efter i 2 :te fransyska 

tJPPLAGAN, AF E. HaRFWEFELDT. STOCK- 
HOLM 1833. 

8°. (Ï) + 339 + (") P- + IÏ P'- — L* titre 
de l'oiiginal eu : *Elimens de géométtiei (Paris 
8°). La tradodion a M faite bot la 
" I, el qui porte 
t de trigono- 



, La tradodioi 
* édition, qui fut publiée 
le tilTC; •Blémens de géométrie 



Plan och spherisk trigonométrie, af 
Legendre. Öfversättning efter i2:te 

fransyska upplagan, af E. HaRFWE- 
FELDT. Stockholm 1826. 

8°, (3) + las -f (I) p- + 1 pi. — Ttaduclion 
de la demiire partie de la 11* édition des »Elé- 
mens de géométrie el de trÎEonométrîe>. 
Otn ursprunget ock beskaffenheten af den 
continuitet som äger rum uti projek- 
tionen, uppå ett Symetriskt plan, af 
den kroklinie, kvaruti tvenne ytor af 
andra Ordningen skära hvarandra; af 
I.. T. Ouvier, 

J/^ci^/m, Vet. Akad., Handlingtir 1823, 5—19. 
Undersökning om tvenne ytors rörelser 
på hvarandra (frottement) dâ de tan- 
gera hvarandra i en kroklinie. Af T. 
Olivier. 

5/0(-.t4<'/>n, Vet. Akad. .HaodlingnT 1824, 16—45. 
(à suivre.) 
Stockholm, G. EneBtrSm. 



Questioiu. 
1, Le savant su^ois Peder Månsson, 
ivêque de Vesterås (mort en 1534), a com- 
posé vers l'an 15 14, pendant son séjour à 
Rome, un livre">nanuscrit contenant plusieurs 
notes sur différentes matières. Parmi ces 
notes it y a trois qui se rapportent aux ma- 
thématiques, à savoir: 

1°. Regvle de tri, [Commence;] Aris- 
metrici regulam quandam invenere 
general issimam ad quemcumque ig- 
notum per aliquos notos invenien- 
dum numerum, quam nonnulli regu 
lam auream dixere, Itali vero regu 
lam de tri. 
3°. InstrumentumEHclidis.\ComaKXice-\ 
Fiat quadratum rectangulum scilicet 
aècd et super angutos a, b duas 
pone pinnulas perforatas Ut per pin- 
nulas terminum rei mensurandi possis 
conspicere. 
3°. Baculus Jacobi. [Commence:] Ac- 
cipiatur baculus cujusvis longitudinis 
quem in partes equales dividas; circa 
scatpturas rimas aut foramina fa- 
briçes. 
Je désirerais savoir si Peder MÂnsson a 
copié ces trois notes d'après quelque traité 
d'arithmétique et de géométrie. 

(G. Eneström.) 

2> Johan Peterson Stengel, natif de 
la Suéde et mort peu de temps avant 1679 
a publié un traité : Gnomonica universalis, 
oder aussführUche Beschreibung der Son- 
nen Vhren (Augspurg 1675, 8"; nouv. éd. 
1679, '7'^ö, 1710, 1755) dont il a'pani 
aussi une traduction en latin: Gnomonica 
universalis, sive praxis amplissima geome- 
trice describendi horologia solaria (Ulma: 
1679 (1680], 8"; nouv. éd. 1705, 1706, 
1721, 175s). Y a-t-il quelquepart une no- 
tice biographique sur cet auteur? 

(G. Enestrtjm) 



STOCKHOLM, CENTftAL-TRVCKESIET, I885. 
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EKK.-iTltÖM, Notice bibliographique s 
Vii.HNlls, VotlSiifige N(jli/-Ml«r'ei 
Enkström, Notice sur les écrits d'à 



un tniilc de perspective publié par llesargiies en 1636. 
allgemeine niathemnlische ltibliogrn)iliic. 
urs étrangers publiés en Suède ou tiatluils eu suédois (CpnlinHaliû»}. 



WERKE. ABHANDLUNGEN UND AUFSÄTZE. 
MËMOIBES ET NOTES. 



"Albnqaergae, J. A., l'rimeiros ptinciptos 
da thcori.-i dos déterminantes para uso 
ilos lyceos. Paris 1884, 

K'i S9 p- — lAnaljscTj Juni, de sc. matheni. 
6, 1884, 190—191. {f.. T.) 

Almeida Lima, J. d', Sol)re unu curva 
do tcrceirg grdo. 

Jörn, de sc. malheni. 6, 1885. '3— lö. 

"Amerighi, TT., l'eorema per la qiiadratiira 

delcircolo. Firen^e 1885. 8°. 
Ameseder, A., Konstnikce teèen asteroidy, 

CaKipis pro pesiov. inalheni. 14, 1885, 46. ~ 
.Sur la construction île la langenlc de l'aBléroïde. 

°Ainiot, A, Niiove lezioni di geometria 
descrittiva, riordiiiaie e accresciiite di 
a]iplicaïioni aile ombre e del meiodo di 
piani quotati da A. Chev[LLard. Tra- 
dudone eseguita stilla 3* ed. franchese da 
I>. Mazzitelli. 3" ediïione. Napoli 1885. 
8°. + Atlas. 

Aodré, D., Sur le nombre des variations 

d'un polynôme entier en x, dont les 

coefficients dépendent d'un paramètre a. 

Parit, Ee. norm,, Annales 2i, 1885, 75—92- 

"André, P., Nouveau cours de géométrie, 



contenant plus de 1100 prolilèmcs résolus 
et i résoudre. i6' édît. l'aris 1885. 
lî", 8 + 500 P- 
Aaglln, A. H., /^nr Theorie der symme- 
trischen Functionen. 

Joutn. fur M.iihem. 98. 1885. l^t,— ^^(,. — 
Avec une note par L. Kui'NKckRlt. 

Aotomori, X.. Généralisation d'un tliéorvme 
d'algèbre. 

Nouv. inn. île malhéin. 4,. iSSj, 194 — 19(1. 

Appell, P., Développements en série des 
fonctions doublement périodiques de trois- 
ième espèce. 

rails, Ec. norm,, Annales 2,. 1885, 9—36. 

Appell, P., Sur une méthode clémenlaire 

pour obtenir les développements en série 

trigonomëlrii|Ue des fonctions elli)iti()ues. 

Paris, Soc. matliém., Bulletin 13. 18S5, iJ^iK. 

Appell, P.. Application dh théorème de M. 
Mittag-Leffler aux" fonctions doublement 
I]ériodiques de troisième espèce. 

Paris, Ec. norm., Annales 2„ 1885, 67—74. 

Appell, P., Sur la chaînette sphéri(|ue. 

Paris. Soc. maihéni,, Bullet. 13, 1885.65—71. 
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Ar«el&, O-, Un teorern.i intorno alle serie 
di fun z ion i. 

Jiama, Accad. <l. I.incci, Kendicuiiti 1,, 18S5, 
261—167. 

Arseli, O., Sulla inlegralnlità di una serie 
di fiinüioni. 

Roma, Accnd. il. I.incci, Reniliconli I,, iSSs, 
381—326. 

Ballier, H., Eine Erinnerung an Möbius 
und seinen Freund Weiske. 

I Liiptig, Sachs. Cc^Usch. d. Wissensch., Be- 
richte (Mnth. Cl.) 1885. 6 p. — Sur un pro- 
btinie de la topologie. 

Baltxer, B., August Ferdinand Möbius. 
MöMlus, Werke I, 1885, V— XX. 

'Jammert, Über das mathematische Un- 
endliche. Tübingen, Fues 1885. 
4°, a? P' + ' Pl' 
BaohOB, G. O. L., Determinaçào geometrica 
dos inomentos de inertia dos solidos de 
révolu çào. 
Jörn, de sc. nialhem. 5, 1884, 1^5-142- 
"Baoaoliiitger, J., Elementi dl staticn gra- 
fica, Versione da E. Isi^:. Nopoli 1884. 
4°. + 20 pl. 
Bénites y Parodi, H., voir Salinas y An- 

GUI.O, J. • 

Besso, D-, Sulle equazioni trinomïe e, in 
particolare, su i|uelte del scttimo grado. 

Roma, Accnd. <l. I.incei, Kcndiconti 1„ 1SS5, 

Besso, D., Sopra una classe d'equazioni 
differenziali lineari de! quart' ordine, e 
silir equazione del quinto grado. I, II. 

Rama, Accad. d. I.încci, Rendiconll 1,, 1885, 

183-186, zn-m. 

Beyel, O., Die Cmven vierter Ordnung mil 

drei doppelten In flex ion sk noten. (SchUiss,) 

Zcilschi. rur Mathein. 30, 1885. 65-78. 

"Bezodis, A., Cours d'algèbre, à l'usage 
des élèves des clas.ses de malhèmaliqueF^ 
élémentaires et des candidats au bacca- 
lauréat es sciences et aux écoles du gou- 
vernement. Paris, Garnier 1884. 

Biancbi, L., Sopra i sistemi tripli ortogonali 
di Weingarten. 

Roma, Accnd. d. Lincei, Kcndiconti 1,, 1S85, 
163—166, 243 — 246. 



Blanchi, L., Sopra una classe di sistemi 
tripli di superücie ortogonali che conten- 
gono un sistcma di elicuidi aventi a co- 
mune fasse ed il passo. 

Aniiali di malem. 13, 1885, 39— S^. 

Biehler, Oh., Sur la construction des courbes 
dont l'équation est donnée en coordon- 
nées polaires. (Fin.) 

Nouv. ann. de malhfni. 4,, 1885, 153—159, 
ï»3— î3S. 249—256- 
Bigonrdan, G., Honoré Flaugergues, sa vie 
et ses travaux.- (Suite.) 

Bidiet. aslronom. 1, 1S85, 151 — 155. 

iiH-lKMOEMMT), H. »., l'EOMETPMqErKin 

nPIEHl P«UiERlH A.irEtlf AHIECKHXl. yPAH- 
HRHlil. 

Journ. elem. malem, 1, 1885, 246—248, — 
BiLiMoviTCK, I. V., Procédé géométrique pour 
la résotutioD d'éqiulions algébrique;. 

liH.lHMOBHMT), H. B., nBPBOHAqA.ii.HHfl 

nPEA.10SEHifl TEOFIH rEOHETPHIECKHXl) 
Jcwm. elem. malem. 1, 1885, 315-323. — 
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Bobek, K., Über project i vi sehe Erzeugung 

von Curven. 

Mathem. Ann. 25, 1SS5, 44S — 458. 
°Boooali, G., Doppio cubo ed altre nuove 

scoperte geomelriche in una setnplice 

Spirale poligona. Canienno 18S4. 8°. 
"Bocoali, G,, I cinqite poliedri regolari di 

geometria egiialmenlealti. Camerino 1884. 

8°. 

Bonnet, O., Discours [prononcé aux obsèques 
de J.-A. Serret). 

Palis. Acad. A. sc. Complet rendu>i 100, 1885, 
677—680, — [Kéimprimé:] HuMel. des sc. ma- 
Ihém. 9,, 1885, 126—130. 

Bonolis, A-, Apiiendice aile nouve lezioni 
di geometria descritliva di A. Amiot. î" 
ediz. riratta ed ampliata. Napoli 1885. 8°. 

Borenitu, G., Eine Methode Gleichungen, 
deren Gradzahl niedriger als fünf ist, 
aufzulösen. [1884.] 

Sleekholm, Vet. Akad., Uihnng 9, IS85. iS p. 
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ihren quadratischen Restcharakler. Berlin 
1885. 4°. 

°Boa, H., Elements d'algèbre. 3" édition. 
Paris 1885. 
8", 516 p. 

Bougaieff, H., Sur une loi générale de la 
théorie de la partition des nombres. 

J'atii, .\cad. d. se., Comptes rendus 100, 1885, 
1IÎ3-IIIS. 

Byi'AKB'h, ll.lS., HiKOTOPUJi iii>H.[i)»Eiiiii 

TKOPIH ».I.IHnTH'iËrKUXli «IHKllli^ K'b 
TEOPIH *yHKUlR DPKPUBHUXI.. 

Moskuia, Matem. obchlch., Sbomik 12, 1S85, 
' I— 21, — BuuuAJEKK, N. V., Quelques .ippliea- 
liuns de lu théorie dM fonctions elliptiques à ta 
théorie des foiiclioui discontinues. (Cf. ci-dessus 
col. 6.) — [Analyse:] Dutlet. des se, nialhcm. 
9,, 1885; Revue 89— 103. 

Boagaieff, N., Application des lois générales 
de la théorie de la partition des nombres 
aux fonctions nuniéri<iues, 

Paris, Aead. d. ^c. Comptes rendus 100, 1885. 
iiS9-ii6a. 

Bonley, [Annonce de la mort de J...^. Serret.] 
Parti. Acad. d. ac, Comptes rendus 100. 1885, 
673—674. 

BrloflOlii, F., Sulla teoria délie equazionl 
differenziah lineari. 

Aunali di matem. 13, 1885, 1 — 11. 

Brioaohi, F., Sulla trasrormaxione delle 

funzioni iperellittiche del primo ordinc. 

Rçma, Accad. d. I.incei, Kendiconli 1,, iSS^, 
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On the theory of screws 

. space. (Supplementary note.) 
, rtuceedings 16, 1885, 



Buflbheim, 
in ellipti' 

Londoa, M at ht 
•5-a7. 

Buobbeim, A-, On the tdeory of matrices. 
London, Malhcm. sue., Proceedings 16, 1885, 
63 -8î. 
°C&sey, J., A sequel to the tirst six books 
of the elements of Euclid. Third edition, 
revised and enlarged. Uublin, Hodges 
1884. 

12°, XVI + 176 p. — [Analyse:] Malhesis 5, 
1885, 76—78. (P, M.)" 

CoBBani, F., Gli angoU degli spazt lineari, 
Rema, Accad. d. Lincei, Kendiconli 1,, 1S85, 
"33— '4Î- 
°Caasatxi, F., Corso di matematica comple- 



mentare. Vol. i. Complement! d'algebra. 



Cassani, F., Ceometria pura euclidiana ad 

Ciorn. di matem. 23, 1885, I — 19. 
Catalan, E., Sur les ombilics des surfaces. 

Matliesis 5, 1885, 7J — 74- 
Catalan, E., Sur les formuks relatives aux 
intégrales oulériennes. 

I Association frangaise pour l'avancement des 
sciences. Congrès de lllois 18^4. — 4 p. 

Catalog mathematischer Modelle für den 
höheren mathematischen Unterricht, ver- 
ulTentlicht durch die Verlagshandlung von 
I,. Hrill. Darmstadt, Brill 1885. 
8°, VI + 48 p. 

Cayley, -A., Noie in connexion with the 

hyperelliptic integrals of the first order. 

Joum. fur Mathcm. 98. )88S, 95—96. 

Cayley, 0. A-, The binomial eipialion 

4'' — I =0; Quinquisection, second note, 

London, hlaihetn, sue, I'roeeedings 16, 1885, 

61—63. 

"Oejka, E,, Jak se d.l uziti geomelricheho 
vyznamu pri reseni urcitych rovnic a. 
slupne o dvou neimdmych. Pardubickh 
1884, 

4°, 14 p. Üur la résululion gêoniétrique des 
éqiutliuns (lelerniinces du seeund degré avec deux 
inconnues. — [Aiuilyse:] Casopis pro pe^lov. ma- 
them. 14, 1885, 94—95. (A. SlKNA».) 

CeBaro, E., Sur l'hélice osculatrice. 
Malhesis 5. 188$, 32—33. 

Ceaaro, E., Sur la somme des puissances 
semblables des n premiers nombres entiers. 
Mathois 5, 18S5, 5S— 56. 

Cesaro, E., Sur une loi symbolique remar- 
quable. 

Mathesis 8, 1885, Si— 84. 

Oesaro, E., Remarques arithmétiijues. 
Jörn, de se. matheni. 6, 1885, 17—23. 

Cesaro, E., Remarques sur un article de 
M. d'Ocagne [sur les coordonnées axiales]. 
Nouï, ann. de mathém. 4i, 1885, 256—264. 
Cesaro, E., Sur la série harmonique. 

Nouv. ann. de malhém. 4,. 1885, 295—296. 

'Cbabot, F., Cours de dessin géométrique. 

I* partie. Définitions de la géométrie. 
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OharbDOier, QiieK[ueä dtifinitions mailié- 
. iDatiques, d'après le dictionnaire de l'aca- 
démie française. 

MathcïiiE 5. iSSj, loS— no. 

°CIaaalii8, B., Die Potential fitnctiun und 
(las Potential. Vierte Auflage. Leipzig 
1885. 
8°, X + 178 f. 

"Cola«, A., Cours de géométrie élémentaire, 
à l'usage des candidats au baccalauréat 
es sciences et aux écoles du gouverne^ 
ment. Secoiide partie. Géométrie dans 
l'espace et courbeü usuelles. Paris, Gar- 
nier 1885. 
8". 3'3 P- 
CorrsDtl, [Sulla pubblica/.ioue degli scritti 
inediti di Leonardo da Vinci.] 

Koma, .Acc.-i<l. à. Lincei, Kendiconli 1,. 1885, 
340 342- 
CrRig, Th., On a. certain class of linear 
ditferential equations. 

Amertc. Journ. at malheiii. 7^ 1SS5, 279—387. 

°Debaoq, Ch., Cahiers de calcul différentiel. 
Paris 1884. 

4". — Lithograph it-, 

Dedekind, B-, Zur 'Pheorie der aus « 
Hauptcinbciten gebildeten complexcn 
Grössen. 

Gotliagin, Gescll.scli. d. Wissciisch. , Nathiithlen 
1S85, 141-159. 

'DÖlp, H., Aufgaben zur Differential- und In- 
tegralrechnung. 4°.\uH. Giessen 1885. 8*. 

"Dufaüly, J., Géométrie. 5" édition. Paris 
1885. 
8=, 391 [.. 

Durfee, W. P., On the number of substitu- 
tions of « letters which leave k letters 
unaltered. 

lialli-Hori, Hopkins Univ., Circulais 4. 1884. 22. 

Dnrfee, W. P., A note on the divisibility 
of numbers. 

JiilliniBre, Hopkins imiv., Circulars 4,1884, 22. 

Eneström, G., Sur l'origine du symbole x 
employé comme signe d'une quantité in- 
connue. 

Bililicjlh. Malheni. i38s. 41-44. 



EDeström, Q., Nulicc sur les écrits mathé- 
matiques d'auteurs élrangers |>ubltés en 
Suède ou traduits en suédois. 
DIbliüil). Mailiem. 1885, 46—47. 

Snefltrijm, O., Om några af liierens de Haan 
nyligen utgifna matematiska skrifter från 
sextonhundratalet. 

ShtltMni. Vel. Akaa., ÖfveraKl 41. t884: 
11' 9, 191 — 197. 



Enuflper, A., Über einige bestimmte Integrale. 
Gältitigtn, GescHsch. A. Wissciisch., NachtLchleii 
1885, 169—174. 
Enneper, A., Über das Maximum eines 
Vierecks von gegebenen Seiten. 

Gàllingin, (iescilhch, d. Wi-isenscli., NachricIiUti 
1885, 175-180. 

E:1'MAK0B'I>, ]!. 1!.. yrA.T,ATi, ;tA,T>MAHH()E 

.TOHIIHO. 

Journ. dem. iiialeni. 1, 1885. 275. — Ek. 
MAKOFF, V. P., Sur UD ptiiblëme du jvu lie dumiiiu. 

El'StAKOB'b, It. II.. B«poflTHO<TH cioai- 

HUXl) COBUTlIi. 

Journ. eltm. inaleni. 1, 1885, 181—288. — 
Ermakofc, V. P., Probabilité d'î-vènemcnls coni- 

KI'MAKOB'h. lt. n., lIi'AitH.iuuK ito.iiUKB- 

llUIi: KBA,';PATU CL UIECTHAAUATLR) K.itT- 
KAMH. 

Joum. eLem. malem. 1, 1885, 288-291, — 
ExM.AKot'K, V. 1'., Sur les carrés lungiqucs ré- 
guliers avec 16 cases. 

Estieoae, J. A., Quelques réHexions sur 
l'étude géométrique des courbes géomé- 
triques et théorèmes pouvant y être utiles. 
(Suite.) 

Nouv. ann. Je inalhéiii. 4„ 1885, 131-138. 

°EUDlide, Libro primo per G Cunko e D. 
PoGGi. Torino, Loescher 18S5. 8". 

°Eucllde, Libro quarto per O. Tügsoii. 
Torino, Loescher 1884. 8°. 

°Eaolide, Libro quinto per L. Hlkti.m. 
2* edizione rived u ta. Torino, Loescher 
1884. 8°. 

^uolide, Libro sesto per O. Tognom. 2' 
edizione riveduta e migliorata. Torino, 
Loescher, 1884. 8°. 
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"Fafara, J., Histuryczny zarys iiiatcmalyki 
ti slarozytnych. TaTiiopol 1885. 

^°i S! )>■ + I pi' — Aperçu hUioriquL' sur les 
iiiaihfiiialiqijes dans riiiilïquïlt. 

Falk, H., Beweis des Miilliplications-Tlieo- 
rems für die Deierminanten, 

ColliagcH, Cesellsch. il. Wissenscli., Nachrichleii 
1885, 181 — 183. 

Favaro, A-, Inlorno aH una kllera dï C. 
F. Gauss ad E. G. M. ülbers pubblicata 
da D. B. Boncompagni. 

ytnitia. hlilulo, Aui 3,, 1S84— 1885, 53—61. 

Favaro, A., Notice sur les manuscrits de 
mathématiques de la collection I,ibfi-Ash- 
btirnham achetée par le gouvernement 

liibliulh. Matheni, 1885, 44—46. 
Favaro, A., Gli scritti inédit! di Leonardo 
da Vinci secondo gli Ultimi studi. 
I Ventila. MUuto, Alti 3,, 1885, 61 p. 

Favaro, * A., Intorno ad un giudi^îo del 
Kenan sul processo di Galileo. 



Fa^e, Discours [prononce aux obsèques de 
J.-A. Serret]. 

Farii, Acad. d. se, Comples rendus 100. 1885, 
680. — [Kéimprimé:] Bullet, des se. malhém. 
9„ ilSSs. 130. 

Fergola, E., Per Nicola Trudi. 

Napeli, Accad. d. se. fis. e inatcin., Kei)diconla 
23, 1884, 149—150. 
Ferreira dos Saoctos, B-, Sobre a mu- 
dança da varia vel independente. 
Jura, de se. ninlhem. 6, 1885, 14—28. 
FiBoher, O.,, Konforme Abbildung sphä- 
rischer Dreiecke auf einander mittelst al- 
gebraischer Functionen. Leipzig 1885. 
8°, 76 p. -i- 3 pl. — Inaugural- Dissertation 
(université de I^ipiig). 

"FiBober, O., Note Über conforme Abbildung 
gewisser sphärischer Dreiecke durch al- 
gebraische Functionen. 

I Ltipiig, Sachs. Gestllsch. d. Wisscnsch.. Be- 
lichte 1885. 16 p. 

•t.lOPHHCKlft; r. IL, IIpebpaihkhie kla,!- 

P.\TA BT. PABHOeTOPOHHlft TPEyrO.ll.HHKt 

IIRPE.10KEHIEM1. PAaP*;iAHH«XT. lACTEÜ. 

Joum. elem. ranlrm. 1, 1885, 232-233. — 

Kl.URlNsKlj, Ü. N„ Transfer m Btion d'ur carré en 



Ull lriaii|{le cquilalcrnl |>ar depUcuniEiil des parlier 
détachées. 

'K)I'E.11). I'. <1'.. 'JmCÎO TAKHX'b HEPKMII- 
lURHlli. K^ KÜTUPUXl) HH n;^HA fiïKBA HE 
:iAHHMAErb IlEPEUUHAIA.lIiRArO UO.IOXE- 
HIJI. 

Joum. elem. malem. 1, 1885, 248—150. — 
t-'ocEI., K. t*'.. Nombre de permuiaiiuns, où aucune 
lettre ne cunserrc sa place originale. 

Toeppl, A., Die graphische Losung tech- 
nischer Aufgaben. 2' Auflage. Karlsruhe 

H88s. 4°. 

Forsyth, A. R., Primitive roots of prime 
numbers and their residues. 

Messenger ai nialhcm. 13, 1884, 178—192. 

Frattini, O-, Un teorema relativo al gnipjio 
della trasformazione modutare di grado 
/. L n. 

Kema, Accad. d. I.incei, Kendiconli I,, l88ji 
141—147, 166—168. 

Frattini, O-, Intorno ad un teorema di 
Lagrange. 

Kuma, Accad. A. Uncti, Rendicunti 1,, 1885, 
136-142. 

Frattini, Q., Intorno alln generazione del 
gruppi di operaüiont. 

Rama, Accad. d. Lincei, Rendicomi I,, 18S5, 
281-285. 
Frobenitu, G., Über die conslanlen Fac- 
toren der Thetareihen. 
Joum. fur Malheni. 98. 1885, 244— Z63. 
°Gallo, G. A., Kisoluitione geomelrica del 
triaogolo sferico; nuovi ritrovati scienllhci. 
Roma 18 84. 
8°, 92 p. 

°Ginn, F. B-, Addition manual, by which 
addition is memorized, and the sum ur 
difference of any two numbers known at 
sight. Boston 1884. 8°. 

°Giraalt, C, De l'ellipse et de l'ellipsoide 
inscrits. Caen 1885. 
8°. 36 p. + 2 pl. 

Glrhu, F., Quadratura circuit dcmonstrata. 
Wiirzburg, Voerl 1885,' 
8°, (4) -^ 22 -H (I) p. -^8 pl. 

°Girod, F., Cours de géométrie théorii|iie 
et prati(|tie, contenant de nombreuses 
applications au dessin linéaire, à l'archl- 
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lecture, à l'arpentage, etc. 

.Paris 1885. 

8°. 393 p. 
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OlaiBhsr, J. 
E, Z G. 
functions. 

Quart, juurn. oT nialliem. 

Ooibrt, N., Evaluation 



W. L., On the i|iianttlies K, 
K', k', y. G', in elliptic 



l'intiîgrate 



/- 
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0, 1885, ji3-3< 
géométritiue 



Nuuv. ann. de malhém. 4„ 1885, 171 — 172. 

Ooanat, B-, Sur un cas de ' réduction des 

intégrales hyperelliptiques du second genre. 

Parii, Acad. d. se., Ct>m|iles rcnilus 100, 1885, 

Ootusat, E., Sur les transformations ra- 
tionnelles des équations différentielles li- 
néaires. 

Farii. Et. nonn,, Annales 3,, 1885, 37—66. 

Oonraat, S., Démonstration du théorème 
de Cauchy. [1884.) 

SleikAalm, Vct. Akad., Uihaiig 9. 18S5. 6 p. 
— Cette nota a aussi é\i publiée dans les Ada 
Malbem.i. 1S84, 1S7— loo (voit Uibliolli. Malhem. 
1884, eol. S>. 

Oonrsat, E-, Sur les intégrales algébriques 
' des équations linéaires. 

Paris, .\cad. d. se., Cumples rendus 100, 1885, 
13*9-1332- 
Govi, G., Uocumenlo inedito rclativo al 
Cannocchiale e anteriore alla pubblicazione 
del Sidereus Nuucius di Galilei. 

Napeli, Accad. d. se. lis, e niatein., Rendkunto 
24, 18S5, 61— 68. 

OrifflthK, J., Results from a theory of 
transformation of elliptic functions. 

Landan, Malhem. soc-. Proceedings 16, 188;, 
83—108. 

Grabe, F., Bestimmung des Potentials eines 
homogenen Ellipsoides. 
Jouro. für Maihein. 98. 1885, 126—130, 

"Ousserow, C, Leitfaden Tür den Unter- 
richt in der Stereometrie mit den Ele- 
menten der Projcctionslehre. Berlin, 
Springer 1885. 8", 
°Q ysin, J., Peri pheriewiiikel- Tafeln in alter 
Theilung (Se xagesîmal-Theilung) zum Ab- 
stecken von Eisenbahn- und Strassen- 



kUTven fUr Bogenlängen von i — 109 Meter 
von I — loo Centimeler von Rad. 50 bis 
Rad. 10000. Liestal 1885. 8°. 

Haasfl, K., Elementare Beweise der Salze 
von Brianchon und Pascal. 

Tidsskr. for Matheni. 3^, 1885, 23—39. 

°Hag«n, On the reversion of series, and its 
application to the solution of numerical 
equations. 

I'hUadilpkia, Americ. pliilus. mk., l'iiNicedtngï 
21. 1884. 



Halphen, Q. H., Nute st 
intégrales elliptiques. 

I Paris, Ec, polytechn., Juunial $4. 1S84, 3-^-13. 

Halphen, G. H., Sur une courbe élastique. 
j Paris, Ec. puljtecbn., Journal 54, 1S84, 15—81. 



., Lehrbuch der ebenen und 
sphärischen Trigonometrie. Mit Anwend- 
ungen auf practische Geometrie und sphä- 
rische Astronomie und zahlreichen* Übungs- 
beispielen. Stuttgart, Metzler 1885. 
8^ X + 31Ï p. 
HamsolE, A., Über den Inhalt von Punkt- 
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Hattaawaj, A. S., Ideal division of algebraic 
quantities by real j>rimes. 

Baltimtri, Ilupkins univ.. Circulars 4. 1885, 79. 

HaixldaklB, J. K-, Flächenerzeugung durch 
Krümmungslinien. 
Joum, fur Malhem. 98, 1885, 49—67. 
°Helwtg, F. A., GrundzUge einer trirae- 
trischeu Projectionsmcthode mit ihrer An- 
wendung auf das Entwerfen geometrischer 
Objecte vermittelst oder ohne eines Tri- 
meters. Zweite Angabe. Wien 1885. 
8°. VEIi -I- åo p. -f 10 pl. 
°Heaia, Etude des sections coniques |)ar la 
géométrie élémentaire. Bruxelles 1884. 
8°, 46 p. + 1 p. 

Henrioi, [Notices biographiques sur R. C. 

Rowe, R. Towsend et A. de Morgan.] 

Landan. Malhem. H>c., Procecilln|^ 16. 1885, 

Henry, Oh., Pierre de Carcavy intermédiaire 
de Fermât, de Pascal et de Huygens. 

Bulle», di bibliogr. d. se. matem. 17 (1SS4), 
1885, 317-391- 
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Henry, Cb., Une lettre de Gauss à Olbers, 

Bullel, flstronoin. 2. 1885, 104—108. — I-a 

lettre en questioii cil du 3 sepl. 1S05. tlle a 

éii publiée en facsimile [wr le prince U, Üuiicum- 

pagiii en 1883. 

°H«rbig, W., Lehrbuch der geometrischen 
Können unter besonderer Anwendung des 
Lineals und Zirlcels. Vorstufe der Pro- 
jektion sichre, der Perspective, der Dar- 
stellung der verschiedenen gewerblichen 
und ' technischen Gegenstande- Berlin 
1885. 
4°. 56 P- + so l'l' 

Hermlte, Ob., Note. 

Bullet, des ic. inalhém. 9,. 1885, 135—137. 
Sur deux intégrales. 

°HemDSDa, G., Die graphische Behandlung 
der mechanischen Wännetheorie. Berlin 



°H6rx, N., Siebenstellige Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen für jede 
Zeitsecunde des Quadranten. Zum astro- 
nomischen Gebrauch. Leipzig 1885. S°. 

HeymutD, W., Über die Integration linearer, 
nicht homogener Differentialgleichungen. 
(Schluss.) 

Zeitschr. TUr Matheni. 30. 1885, 79— lOS- 

Heymano, W., Notiz zur DifTerentialgleichung 
+ a^ = 

ZeiUchr. (Ur Mathem. 30. 1885, IZ7— 118. 

Heymaon, W., Ober Supplementintegrale. 

Jnum rur Mfiihem, 9S, 1 885,-33 i—>4o. 
Heymano, W., Über eine Transformation 
bei linearen simultanen Differentialgleich- 
ungen. 
Joum. rilr Mathem. 98. 188;, 241—243, 

°Hoob. J., J,ehrbuch der ebenen Geometrie. 
Theil Î. Halle 1885. 
8°, 16S p, -I- I pl. 

"HofiTlnaiin, B., Über den Ort der Durch- 
schnittspunkte der Polaren und über die 
Enveloppe der Verbindungslinien der Pole 



von Punkten, resp. Tangenten einer ge- 
gebenen Curve in Bezug auf ein Regel- 
schnittbilschel, resf). eine Kegelschnitt- 
schaar. Marburg 1884, 8°. 

Hofmaun, F. .^Reduction der Gleichung des 
Tetraedroids auf die Form 



Jou 



. nir Mai 



^J^ + ^^=0- 
em. 9S. 1885, 364- 



HSlder, O., Über eine neue hinreichende 

Bedingung für die Darstellbarkeit einer 

Funktion durch die Fourier'sche Reihe. 

Btrlitt, Akad. d. Wissenscb., Sitzunpberichle 

188s, 419—434- 

Hoppe, B., Bemerkung zu einem Satze von 
Craig. 

Arch, der Malhem. 2,, 18S5, 103—106. 

Hoppe, B., Ein Satz Über Determinanten. 
Arch, der Malhem. 2,. 1885, 106 — ro7. 

Boufeld, C, Weitere Bemerkungen über 

den Zusammenhang einer Steiner'schen 

Aufgabe mit der Hexaedercon figuration. 

Zeitschr. fUr Mathem- 30. 1885, 116—119- 

"Hoüel, J., Tables de logarihmes à cinq 
diîcimalçs pour les nombres et les lignes 
trigonomélriques, suivies de logarithmes 
d'addition et de soustraction ou logarithmes 
de Gauss et de diverses tables usuelles. 
Paris 1885. 
8°, 48 + 1 19 p. 

°Hoüel, J., Recueil de formules et>de tables 
numériques. 3* édition. Paris 1885, 
8°, 7* -h 64 p, 

Hromâdko, F., KozsfrenC znixaé jedné lilohy 
geometrické. 

Casopis pro pestev. malem. 14. 1885, 43 — 43. 
— Ciéïkfraliialion d'un pcoblïme génmétrique. 

Humbert, E., Note sur la théorie des fojers. 
Nouv. ann. de malhéni. 1„ 1885, 138—143. 

Humbert, B., Note sur le développement 
d'un déterminant. 
Nouv. nnn, de maibém. 4,, 1885. 289—394. 

Humbert, O., Sur les courbes unicursales. 
Parii, Soc. maibém.. Bulletin 13. 1885, 49—64. 

Humbert, G., Sur les surfaces homofocales 
du second ordre. 

Parii, Soc. mathém.. Bullelin 13. 1885, 89— 95. 
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liililiolhccl Mnlhen 



. \Viiseiisch., Ik- 



Hanrnth, K., Algebraische Untersuchungen 
nach Tschirn hausen s Methode. III. Ha- 
derslebeo 1885. 

4°, (3) + 34 p. — Prügramm des Gymnasiums 
/u Hadcratcbcn 1884—188$. 

Banratli, K-, Die Ferrari- Card anische Auf- 
lösung der reducirten Cileicliung vierten 
Grades. 

Zeilschr. fUr Malh«m. 30. 1885; llisl. AUh. 
4I-SI- 
Hurwitz, A., Einige allgenaeine Sätze über 
Raum cur ven. 

Malhcm. Ann. 25. 1885. 287—191. 

HnrwitB, A., Über Relationen /wischen 
Klassenzahlen binärer quadratischer For- 
men von negativer Determinante. 

I Jitifiif, Sachs. Gesellsch. 

Tichlt (Mnth, Cl.) 18S4. 5 p. 

Hnrwlts, A., Über Relationen zwischen 
C lassen an zahlen binärer quadratischer For- 
men von negativer Delemiinante. • 
Mathem. Ann. 25. 18S5, r57— 196. 

lanni, V., Sviluppo di una funzione sim- 
metrics medîante le somme délie potenze 
simili. 

Ciorn. d> mattm. 23, 1SS5. 34-36. 

Jomet, Y., Sur une proprictë des courbes 
à double courbure. 

/•arii. Mad. d. se., ComjiUs rcn.tiis 100, 1885, 
'33a-"33S- — A«c ""« Pf'le (oinmuniciiion 
ÏBir M. G. Darbuis. 

Jamiii, J., Francois Arago. 
Revue scient. 36. 1885, 257-169. 

Jeffery, H. U., On plane curves of the 
fourth class with a triple and a single 
focus. 

Quart, joum. af mnthem. 20, 1SS4— 1SS5, 
I73-3«S- 
Jeribek, A., O Lehmusove vete. 

C3»>[ris pro peülov. malhem- 11. 1SS5, 30 — 
15. -^ Sur le Ihcorime ile Ivchmus. 

"JohnsoD, W. W., Curve tracing in carte- 
sian coordinates. Newyork 1885. 
11°, 86 p. 
°Joiig, S. de, Wisicunde. Verzameling van 
Voorstellen, opgegeven op the Acte-Exa- 
mens voor Hoofdonderwijsers verzameld 
en met antwoorden voorzicn. Stukje 1, a, 
Rotterdam 1885. 
8°, 76 -h 96 p. 



ilicn iSSj, N:o 1. r,4 

"Jong, S. de, Rekenen en Vorraleer, Ver- ■ 
zameling van Voorstellen, opgegeven Oji 
de Acle-Kxamens voor Onderwijsers, ver- 
zameld en met antwoorden voorzien. 
Stukje 3. Rotterdam 1885. 
8°, 124 p. 

Jordan, O., Discours [prononcé aux obscipics 
de J.-A. Serret]. 

J'aiir. .\cat]. d. sc., Comptes reiidu'^ 100, 1885, 

674 — 677. — [RÉimprim*:! Bullet, des sc. ma. 
thim, 9,, 1885, 123—126. 

Jung, V,, Prfspevek k nauce o èislech. 

Casopis pro pestov. nialhem. 14. 1885. 30 — 38. 
— Cuntribulicin à la ihêoHe des nombres, 

"Kaiser, H., Die Determinanten für den 
ersten Unterricht in der Algebra. Wies- 
baden, Bergmann 1885. 8°. 

Kapteyn, J. O. et W., Ees sinus de tjiia- 
trième ordre. 

I AiHiiirJam. Akad. il. Wcllcnscii.. Naiiiik. 
Vcrh. 24, 1885. (î) + 98 p. 

Kerry, B., Vber O. Cantors Mannigfaltig- 
keilsuntersuchungen. 

Vierteljahrachr. f. uissensch. I'hilosopliif 9, 
1885, 191-332. 

Killing, W., Die Mechanik in den Nicht. 
Euklidischen Raumformen. 
Joum. für Mnlh«m. 98, 1885, 1-48. 

"Eneser, A., Über einige Fundament.ilsätze 
aus der Theorie der algebraischen Func- 
tionen von mehreren Variabein. M.irb'irg 
1884. &". 

°Enoz, A., Differential calculus, with a se- 
lection of easy examples. London 1885, 

16», 113 ^. 

K&hler, E. F., Manuale logaritmtco-trigono- 
metrico. ^' cdtzione. I.ipsia 1885, 8". 

Eoeniga, G., Sur les types canoniques des 
formes quadratiques ternaires des diffé- 
rentielles !x discriminant nul. 

Paih, Acad. d. se. Comptes rendus 100, 1885, 
7S9— 791. 

EoenigB, G.. Sur la théorie des surfaces 
définies par une propriété des droites ou 
des sphères qui leur sont tangentes. 
/Vr/i, Acnd, d. se., Comptes rendus 100, 1885, 

.S47-849. 
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KÜnlgsberger, L., Über Integrale transcen- 
denter Functionen. 
Joum. fllr Malhem. 98, 1885, 97 — 115. 

"KötterltBoh, Th., Beitrag 2111 Potential- und 
Ktiimmungs-Theorie. Leipzig 1885. 8°. 

ErsuB, L., Z^ikladovë ttäuky o Tunkcfch ta- 
ciondlnych. 

Cnsopis pro peslav. mathem. 14i 1SK5, 49~ 
67. — Foinlements d'une théorie des fonctions m- 
lioni idles. 

Eraose, M., Zur Theorie der' hyperellipti- 
schen Functionen erster Ordnung. 
Joum. fur Mathem. 98, iSSj, 148—174. 
Krause, M., Zur Tran s ror mation der Thela- 
fnnctionen einer Veränderlichen. 
Malbem. Ann. 25. l88|;, 319—311. 

Krause, 21., Zur Transformation der Theta- 
functionen zweier Veränderlichen. 
Matbem. Ann. 25. 1885, 333—361. 
Kronecker, I>., Nähe rungs weise ganüzahlige 
Auflösung linearer Gleichungen. 

" " ■' ■ 1. Wissensch. , Sili.ungsber. 1884, 



Btriin, Akad. t 



1179— '299. 

Kroneoker, L., Bemerkung zu Hrn. £. 
Scherings Miuheilung [betreffend den drit- 
ten Gauss 'sehen Beweis des Reciprocitäts- 
satzes fiir die quadratischen Reste]. 

Ulrlin, Akad. d. VVissensch., Sitïungsber. 1885, 
117-118. 

Kroneoker, L., Die absolut kleinsten Reste 

reeller Grössen. 

BlrÜH, Akad. d. Wissensch., Silzungsber. 1885. 

383-396- 
Eroneckar, L., voir Mansion, P. 
Eüpper, K., Prevedenf polynomu z" — 

a,s'~' -f . . . . + a, na produkt geometric- 

kych délek. 

Casopjï pro pe^lov. malhem. 14. 1885, zg— 30. 

— Traçrotmation du polynôme %'—a,t''~' -f . . 

. . + «. en un produit de quaniil*? linéaires géo- 
métriques. 

La CtiesnaiB, A-, Construction du centre 

de courbure en un point d'une ellipse. 

Nouv. ann. de malhém, 4,, 1885, 247—148. 

Lagrange. Cb., Formule nouvelle pour le 
développement des fonctions, en particu- 
lier des intégrales. 

Hiuxellri. Acad. de Belgique, Bulletin 9,. 1SS5, 



tine intégrale définie. 

., Comptes rendus 100, 1S8 



Laguarre, E., Sui 

Pari!, Acad. d. s 
624—627. 

"Lampe, E-, Geometrische und mechanische 

Aufgaben zur numerischen Auflösung 
. von Gleichungen höherer Grade. Berlin 
1885. 4°. 
Lazzerl, Q., T.a rappresentazione dello spa- 
zio rigato sopra un piano connesso e sua 
applicazione allo studio dei connessi lineo- 
lineari. 

Vtnnia, Isliluto, Atli 3., 1884 — 1885, 247— 
z68. 

Lebon, E-, Sur la construction de In tan- 
gente en un point d'origine de l'ombre 
portée sur lui-même par un cylindre ou 
un cône creux de second ordre. 

/^rii. Soe. mathém., bulletin 12, 1884, 177 
-179. 

'^ebon, E., Géométrie descriptive, cours 
de 4' et de 5' année. Méthodes géné- 
rales. Surfaces topograph iques. Instruc- 
tion des polyèdres entre eux. Plans tan- 
gents et sections planes de la sphère, du 
cylindre et du cône. Ombres. Problèmes 
gradués à résoudre. Paris 1885. 
8°, 8 + 276 p, + I pi. 

°Lebonlleaz, L , Traité élémentaire des 
déterminants. Genève 1885. 8". 

Lemolne, E., Sut une généralisation des 
propriétés relatives au cercle de Brocard 
et au point de Lemoine. 

Nouv. ann. .de maihém. 4„ 1885. 201 — 223. 
Lemoine. E., Propriétés diverses du cercle 
et de la droite de Brocard. 
Mathesis 5, 1885, 1113—108. 

"Le Natur, I-es mathématiques appliquées 
aux beaux-arts. Paris, Messager 1885. 

8°, XI + 244 p. — fAnalyie:] Revue scient. 

35, 1885. 438-439- 
Le Paige, C, Sur l'équation du quatrième 
degré. 

Casupis pro pestov. malhem. 14. 1885, 26-28. 
Les premières années de Bessel. Comment 
on devient astronome. 

Revue scicnl, 35, 1885, 374-376- 
Lewy, W. Th., Sur les puissances des 
nombres. 

Nouv. ann. de m.ilhtni. 4., 1SS5, 23S — ï4S- 
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llibliothccn Mathcmaiica 1SS5, S;o 2. 
Mathematiske Meddelelser. 



, 4 p. 



"Lie, S., Om Mathematik un der visningen i 
vore Skoler, Kristiania 1885. 
a», 8 i>. 

Lilienthal, B. von, Allgemeine Eigenschaf- 
ten von Flächen, deren Coordinatcn sich 
durch die reellen Theile dreier analytischer 
l'unctionen einer compiexeii Veränderlichen 
darstellen lassen, 

Jaam. für Malhcm. 98, 1885, 131 — H?. 

LipBobitB, E., Sur les sommes des diviseurs 
des nombres. 

Parii. Acad. d. sc,, Comptes rsnilus 100. '885, 
845-847- 

Iioria, G., Niiovi stiuli salla geomeiria della 
s fera. 

/■tfi/flfl, Accad.il.sc, Atli,20. 1885, 505—516. 

Lost&k, J., Pr(spevek kii trisekci lihlii. 

ä pro peslov. malhem. 14, 1885, 38- 









1- prol 



.bien 



: de I 



Hachovec, F., O jisiém drtihii krivek, 

Casopis prn pcslov. malhem. 14, 1885, 15- 20. 
— Sur une espèce particulière de couilie. 
"Uaolioveo, F., Studie o kuzeloseckâch. 
Karltne 1884. 

4°, 27 p. Klude sur les secliuns coiiique^i. — 
[Analyse i] Casopis pto pe-ilov. mal'ieni. 14, 1885, 
9Z— 94. (A. Stknau.) 
Had Habon, P. A., A second paper on 
perpétuants. 

Americ. jouin. of tnalhem. 7. 1885, 259—163. 

Hao Hahon, P. A., Operators in the theory 

of seminvariants. 

QuaK. jour». oF malhem. 20, 1885, 361-365. 

Hao MahoQ, P. A., A new theorem in 

symmetric functions, 

(,;uatl. jouru. of malljcm. 20, 1S85, 365—369- 
°Halcor, M. E. A.. Le calcul géimiétricjue. 
2' partie. Paris, Berger 1885. 
I Revue mnrilime el colunialc. 

ICannheim, A-, Sur la polhodic. 

rar/t, Acad. »I. se., Comptes rendus 100. 1885, 
938-940- 
Ilanaheim, A., Sur I'herpolhodie. 

/'ari; Acad. d. se., Comptes rendus 100. 1885, 
963 — 966. 



Manaheim, A., Sur une droite qui se dé- 
place de façon que trois de ses points 
restent sur les faces d'un trièdre trirec- 
tangle. 

Bullet, des se. maihfm. 9,, 1SS5, 137—140, 

U|aiuioD], P., Dëunition d'un nombre in- 
commensurable. 
M,iiliïsis 5, 1885, 49—53- 

UansioD, P., Sur le second théorème de la 
moyenne. 

Malhesis 6, 1885. 97— lOî. — Avec un e\- 

Irail d'une lettre de M. I-, KkonkCkeR. 

H[aiiBioii], P., Une ^uivalence algébric|ue. 

Malhesis Ö. 1885, lOî. — D'après une com- 
munication de M. I., Khonbckkk. 

ManaioD, P., Discours sur les travaux ma- 
thématiques de M, Eu gène- Charles Catalan. 

I /.i?xf. .Soc. d, se, Mémoires, 12,, 1885. 

37 -1- (i) I'- 
UaraliaDâ, J., Méthode pour mener les 
plans tangents aux surfaces gauches. 

/'••lir. Soc. malliém,, liulleliii 13, 1885, 34 
-48. 

Harkoff, A., Sur la méthode de Gauss pour 
le calcul approché des intégrales. 

Malhem. Ann. 25, 1885, 417—432. 

HartiaeUi, V., Ricerche sulle curve plane 

del terzo ordîne. 

tiioni. di matem. 23, 1885, 37-47. . 
HartineUi, Y., Sopra alcunc trasformazioni 

involutorie del piano. 

Annali di matem. 13. 1885, 53-80, 

Uatfaieu, E., Théorie du potentiel. Paris, 
Gauthier-Villars 1885- 

4°. — [Compte rendu i] Nnuv. nnn. de ma- 
lhem, 4„ iSSs, 147—150. (K. Matiiiku.) 

HelBBel, Berechnung der Menge von Prim- 
zahlen, welche innerhalb der ersten Mil- 
liarde natürlicher Zahlen vorkommen, 
Malhem. Ann. 25, 1885, 251—257. 

Meyer, A., Über die Klassenanzahl derje- 
nigen tern ä ren quadratischen Formen, 
durch welche die Null rational aarstell- 
liar ist. 
Journ. für Malhem. 98, 1885, 177—230. 

Ueyer, F., Elemente der Arithmetik und 
Algebra. Zweite Auflage. Halle, Schmidt 
1885. 
8", VIII + 224 + (4) P- 
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Bibliolhcca Malhcmatica 1SS5, N:o : 



"Meyer, Th.. Ülier die Kegel des Pappus 
und des Hachette. Berlin 1884. 8"*. 

Mirman, I>., Sur les fondions homogènes 
de lieux polynômes U el V, premiers 
entre eux et de même degré en x. 

Noiiï. ann. Ae mafhém. 4,, 1885, 173— 176. 

°Möbius, A. F., Gesammehe Werke, her- 
ausgegeben auf Veranlassung der k. Säch- 
sischen Gesellschaft der Wissenschaften. 
Krster Band. Herausgegeben von R. 
Baltkek. Leipzig, Hirzel 1885. 8°. 

°MoigDO, Impossibititü du nombre actuelle- 
ment infini; la science dans ses r.-i]iports 
avec la foi. l'aris, Gauthier- Vill ars 1884. 
Il", 44 p. 

Uonnel, F., L., Cours élémentaire d'algèbre 
et de trigonomütrie. Paris, AndrO-Guédon 

1885. 12". 

Uoiiy. L. A., Quelques formules générales 
relatives aux intégrales définies et indé- 
finies. 
Nouv. ann. Ae nialhfm. 4,, iSXj, 176—183. 

°lIoreno, G., Klementi di algebra. 5' edi. 
zione con un' ap()endice. Torino 1885. 8° 

"Netto, B., Teoria délie sostitu/.ioni e sua 
appliraïione allalgebra. Versione del le- 
desco con modifica/ioni ed aggiunte dell' 
aulore ]>er G. Battaglini. Torino, I.oe- 
scher 1885. 8°, 

°Newcoinb, S., Elements of analytic geo- 
metry. Newyork 1884. 12°, 

°Newooiiib, S., Algebra for schools and 
colleges. Newyork 1884. ii°. 

"Newoomb, S., The essentials of trigono- 
metry, plane and spherical, with 3 and 4 
place logarithmic and trigonometric tables. 
Newyork 1885, 12°. 

nnKy.ii.nEm>, ii.. HAHBo.ii.iniH ue.ih- 

'IHHU lUOlKAA^t) M nEfüMETPOBT. MllOrO- 
ïrO.ÏI.HHKOBT., IfflHCAnilHX-L BT. KPJlil. 
Jouni. elem. mnlem. 1. 1S85, 291—296. — 
NlKcfCjrzK^K, 1'.. Sur la plus (frtnde surface el 
le ])Uis grand périmètre d'uii polygone inscril a 

"HHKy.lbUElîT., II.. Apmwbethka. lûm. 

CPEAHHX'b yiEfiflUXl 3ABEAEHlß. MOCKBA 

1885. 
8°. — NiKOULjiZEhK, P., .Vilhniélique. Cours 



Noie de géométrie; par un ancien élève de 
mathémafiques sjiéciales. 

Nouv. ann. àc mathém. 4,, I)JS5, 105 — 109. 
Obrastzoff, Extrait d'une lettre addressee à 
M. Hermite. 

Bullel, des se. iiiatliéui. 9,, 1885. 132 — 135. 
— Sur deux inlOgrales. 

Ooogafl,' U. d', Sur certaines figures mi- 
nima. 

/'aril. Soc. malh^in., Bullclîu 12. 1884. l6g 
-177. 

Ocogne, U. d'. Sur une transformation po- 
laire des courbes planes. 
Jörn, de se. mallieni. 6. 1885, 3— lï. 
OoagQe, H. d', Etude de deux systèmes 
simples de coordonnées tangentielles dans 
le jjlan: coordonnées |>arallèles et cour- 
données axiales (Fin). 

Nouv. ann. de malhfni. 4,. 1885, 1 to — 130. 

Ooagne, H. d'. Coordonnées parallèles et 
axiales. Méthode de transformation géo- 
métrique et procédé jiouveau de calcul 
graphique déduits de la considération des 
coordonnées parallèles. Pans, Gauthier- 
Villar« 1885. 

8°, 91 + (I) p. 4 I pi. — Celle l.rochurc 
comprend l'élude de deux syslÈmes de coordonnées 
langeiitiéllcs Ir^ simples el susteplïliles de nom- 
breuses applications, parmi elle» ausaî un procédé 
graphique de résolution des équaiiuns qui »e ren. 
i:ontrenl dans la pratique, procédé qui s'adresse 
spécialement aux ingénieurs. — TAnalyseij Jotn. 
de se. malhem. 6, 1885, 30— Jl. (G. T.) — 
Cninica cicnlifica 8. 1885, 142. 

Ooagne, M. d'. Sur les isomériques d'une 
droite par rapport à certains systèmes de 
courbes planes. 

Paiis, Soc. mathém., Bullelin 13, 1885, 71—83. 

Obnesorge, O., Zur Integralion der Gleichung 



Arch, der Malhem. 2,, 1SS5, 53— Si. 

OP.IOBT», p;., lln.iHMü H l'PE.iiriE ho.i- 

inEBHUE BBA^l'ATH C7, (14-111« K.TIiTKAMH. 
Joum. elem. matem. 1, 1885, 305—309. — 
ORI.iiFt-', E,, Carrés magiques parfaits cl moyens 
avec 64 cases. 
"PabBt, Q., Über die elliptischen und die 
hyperbolischen Cono-Cunei. Marburg 
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71 llibllulheca M^llieiw 

Padova, E., Kicerche sull' gqiiilibrio ddle I 
superficie flessibili ed i ne sten di bil i . I, II. 

Koma, Acca<l. d. Lincei, Rcndicunli 1,, 1SS5, < 
269—274, 306—309. 

°FaBtoTe, G., Applii^azionc dell' algebra alli 
risoluzione dei problemi geometrici. Bo- 
logna 1884. 
S°, i3ï p- 
Paxton Toung, G., Solvable irreducible 
e(|Uations of prime degrees. 

Acneric. jourii, uf malheiu. 7, 1885, 170—178. 

Téan de Saint-GIlleB, L., Kecherclieä sur 
le développement en série des fonctions 
implicites. S. 1. n. a. 

4°. AulDgniphic. 

Feiroe, C. S., On the algebra of logic. A 
contribution to the philosophy of notation. 

Anicric. jouru. of niatliem. 7> 1885, iSo— 103. 

Tesohka, G, A. V., Darstellende und pro- 
jective Geometrie nach dem gegenwär- 
tigen Stande dieser Wissenschaft, ßand 4. 
Wien, Gerolds Sohn 1885. 

8°, XIV + 607 p. -f Alias in folio (JO pl.). — 
[Aualy» des tomes 1 — 3:J Zeitschr. für Mathem. 
30, 1885; Hisl. Abth. 68—77. (C. RODENBERU.) 

— (Analyse du lame 3:] i>eulsche I.ttteralun. 6. 
1885, 23. (K. Neito,) — Liier. Centralbl. 1885, 

15-16. (Ü-L.) 

Peteraen, J., Om algebraens grund beg reber. 

Tidsskr. fur Maihem. 3», 1885, 1—23. 
PbragméQ, E., En sats ur de elljptiska 
funktionernas teori. 

StDikhDiin. Vel. Akad., Üfversigl 11, 18S4: 
n° 9. 199— Î07. 
Pioard, E., Sur un théorème de M. Darboux. 
Parit, Acad. d. sc, Comptes tendus 100, 18S5, 
618— 6ïo. 

Picard, E., Sur les intégrales de différentielles 
totales. 

Paris, Acad. i\. se.. Comptes rendus 100, 1885. 
S43-84S' 
Pick, G., Über die comi»lexe Multiiilication 
der elliptischen Functionen. 
Maihem. Ann. 25, 1885, 433—447. 

Fioquet, H., Sur l'enveloppe- des droites 
qui coupent deux cercles harmoniquement. 

Nouv. ann. de malhÉm. 4,. iSSj, 1S3— 184. 

"Fioqaet, H., Applications de la représen- 
tation des courbes du troisième degré i 



l'aide des fonctions elliptiques. Paris, 
Gauthier. Villars 1884. 

'Pilgrim, Galilei. Berlin 1885. 8». 

' Finoharlo, S., Sui gruppi linear! di fun- 
! zioni di una variabile. 

I Bologna. Accad. d. se. dell' Isliluto, Memoric 
fi,, 1884, 101 — 118. 

Finoharla, 8., Alcune osscrvazioni generali 

i sui gruppi di funzioni. 

I I Bologna, Accad. d. se. dell' lalimio, Mcraorie 

I 6,, 1885, 205—214. 



Finolierle, S., Sopri 
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'^PinkartoD, B. H-, Questions on mathema- 
tics taken from the papers set for degrees 
in the 4 Scotch universities. Selected ami 
arranged with answers and hints for solu- 
tion. Glasgow 1885. 
8°, 74 p. 

Pittarelli, O-, Intorno alia nota del sig. 
Spottiswoode : >Sur les invariants et tes 
covariants d'une fonction transformée par 
une substitution quadratique». I. 

Koma, Accad. d. Lincei, Kendieonti 1,, 1885, 
327-331- 

FiQma, G. H., Intorno ai triangoli iscrilti 
in un' eltisse che hanno il centro di gra- 
vita in un punto dato délia sua superficie. 
Giorn. di inatem. 23, 1SS5. 20—33. 

Poiuooré, H., Remarques sur l'emploi de 
la méthode [de M. Appell pour obtenir 
les développements en séries trigono- 
métriques des fonctions elliptiques]. 

Paris, »oc. malhêm.. Bulletin 13, 1885, 19 
-27. 

Folooaré, H., Sur les fonctions abéliennes. 
Paris, Acad. d. se, Comples rendiks 100, 1885, 
785-787. 
Pofnoaré, H., Sur les équations linéaires 
aux différentielles ordinaires et aux diffé- 
rences finies. 
Americ. joum. of inalhem. 7, 1885, 203—258. 

Pokora;, U., Duchod invalîdnf. 

Casopis pro pcslov. mathem, 14, 1885, 111 — 
110. — Calcul de rentes d'invalides. 

Pomey, J. B., Sur les points d'inflexion 
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(les cuurbes du iruiäicmc et du iiuiitricinu 
(legrii. 

\iniv. ami. île lualliém. i,, tiS$, 169—170. 

Pomsy, J. B., Apiilkatiuu d'un pruci^dé 

particulier à la Techerche île l'intégrale 
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Nuiiv. ann, de malliém. 4„ 1SN5, lyj— 194. 
°PoDOiai, G., K le m eut i sul calcule de Ile 
lirobabililà. Milano 1884. 
8°, 13 + i6ï p. 
"Porta P., Coni|)lementi di algebra e geo- 
metria. Torino 1 885. 
11°, 10 + 218 p. 
"Prompero, A. di, Saggio di tavok dei lo- 
garitmi quadratici. Udine, Doretli 1885. 
4''. IX + 56 p. 

Pringsheim, A., Über daü Verhalten ge- 
wisser Polenzreihen auf dem Convergenz- 
kreise. 

Malhem, Ann. 26, 1885, 419—416. 

Proob&xka. B. [=P.l, Zobecnenf stereo 
gvaficktiho proinftänt ploch i. stupne. 

Caäopis pro pestov. malhem. 14, 1885, I— 9. 
^^ äut ta général i&Hliun de la pcojeclion sléiio- 
graphique des surfaces du second ordre. 

ProohÂeks, B. |=P-]i Pozndmka ku sest- 
rojenl krivky knihové krivosti krivek ï. 
stupne. 

Cosopis pro peslov. malhem. U, l8S|;, 45 — 46. 
— Contiibulion à la conslruclion du cercle de 
courbure d'une courbe du second degré. 

ProoliAzka, F., Ein Beitrag zur Schatten- 
lehre. 

Arcb. der Malbem. 2,, 1SS5, 101—103. 

°PruvoBt, E., Leçons de géométrie analy- 
tique. Partie 2. Paris 1885. 
8°, P' 353—704. 

"Quensen. 0-, Analytische Betrachtungen 
über die Kaumrormen, in welchen das 
Kongruenzaxiom gilt. Braunschweig 1885. 
8°. 

Kaffy, L-, Sur une proposition de M. Her- 

Parù, Ec. norm., Annales 2,, 1885, 99—113. 

°B^ano Peso^ni, O., Elemenii dt arit- 
nietica generale ed algebra. l.ezioni. 
Napoli 1884. 
16°, 18 + 3a8 p. 



°Rehfelä, E., Die [>erivationscut ve der Cyc- 
loide. Marburg 1884 8°. 

BeasQ, Discours [prononcé aux obscques 
de J.-A. Serret), 

/'aril, Acad. d. sc., Comptes rendus 100. lS8S. 
681—682. — [Réimprimé:] Bullet, des»;, ma- 
lhem. 9j, 1885. 130—132. 

Beaohle, C, Zur Resuttantcnbildung. 

Zeitschr. für Matlieui. 30. iSSj, 106—110. 

Bindi, S., Les surfaces polaires inclinées. 
Uullei. des se. matliém. 9„ 1885-32-56. — 

Traduit d'un mémoire inséré aux Aitånili dtilu 
tnioia normali suftthrt di Pisa, T. 6 {1883). 

Roberta, B. A.. On certain Lonics connected 

with a plane unicursat quartic. 

LpnJea, Malhem. soc., I'toceediiigs 16, 1S85, 
9-15 
Roberta, B. A., Notes on the plane uni- 
cursal quartic s. 

Lendon, Malhem. soc., rroccEdings 16, 18S5, 

Boberts, 8., Note on the Pellian equation. 
London. Mathem. loc., Proceedings IS, 1884, 
247—268. 

Boberte, S., Notes on the divisors of num- 
bers and products of factors. 

Quart, joum. of malhem. 20, 1885, 370—378, 
Bodenberg, C, Über collineare räumliche 
Systeme. 

Zeilschr. fUr Malhem. 30. 1885, lt2— II6. 

"Bodrigaea. J, H-, Desenvolvimento dc 
funcçùes algebricas. 

Revisla scientifica do Porlo 1, 1885. — [Ana- 
lyse;] Jom. de sc. mathem. 8, 1885, 31. (G. T.) 

Both, F., Die Uinkehrung des Grundgedankens 
von Hindenburg's corn bina torischer Ana- 
lysis, (Fortsetzung.) 

Arch, der Malhem. 2,. 18S5, 82— too. 

PyKTKIllF^TI), A., llpEBPAmBHlB HBAAPAT.V 
PAal'^gUBAHIEHl H nEPPJIOlKElIieH'L MAC- 
TEB BT. M PABHUXT, PABH0<'T01'0HHHXl 
TPBVrO.1 liHHKUB-b. 

Joum. elem. matem. 1, 1885, 297-^99- — 
KuUKTüCHEl., A., Sur In Iransformal ion d'un carre 
eu n triangles égaux cl équilaleraux par division 
et déplacement des parlies. 

BUBHoll, B-, A transformation in elliptic 
integrals and its application to spherical 
trigonometry. 

Quart, journ. of malliem. 20, 1S85, 378—383, 
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128. 



Salnt-0«riiiala, A. de, Etude sur un tlido- 
rème d'Aliel relatif aux séries et sur- un 
diiveloppcraent en série souvenC utile en 
astronomie. 

Nuuv. ami. de mathcm. 4,, 1885, 159—169. 

"Salinas ; Angulo, J. y Bénites y Parodi, 
M., Aritmetica. Madrid 1884. 
4°. Ï44 p- 
'^aviotti, C, Le runicolari coniche dedotte 
da forme reciproche nello spazio. 
Gïurnale del geiiio civil« (Koma) 1884. 

"Sohofllratli, F., Über die konforme Ab- 
bildung Z = d' und s = \Z- Marburg 
1884. 8". 

"Sobendel, L., Grundziige der Algebra nach 
G rass mann 'sehen Principien. Halle 1885. 
8°, 8 + 161 p. 

Sahering, B., Zum dritten Gauss'schen Be- 
weise des Reciprocilätssalxes für die qua- 
dratischen Reste. 

ßtrlin, Akad. d. Witiseiisch., SiliUiiKsber. 1885, 
1IJ-117. 

°Sobiappa Honteiro, A-, Solution d'un 
jiroblème de gi^ométrie élémentaire. 

Revisla scieiilifica do l'otio 1. 1885. - [Complu 
rendu.] Jörn, de tc. malhcin. 6. 18S5. 32. (U. 'I'.) 

Bohimpf, E.| Untersuchungen aus der In- 
finitesimalrechnung. Bochum 1885. 

4°. (4) + 51 p. — Beilage 111 dem JahiCi- 
berichl de:. Gyinn. lu Buchuin l8g4'8S. 

"SchnriK, B. E. B., Lehrbuch der Arith: 
meiik zum Gebrauche an höhern Lehr- 
anstalten und heim Selbststudium. Theil 
III. Algebra nebst Anwendung derselben 
auf die Analysis. Leipzig, Brandstetter 
1885. 

8°, 440 p. — [Analyse du tome 1, 1883:] 
Zeitschr. Cur Malhem. SO, 18851 Hiit. Abth. 
61—64. (K. ScHWkitiNi;.) 

Seelhoff, F., Prüfung grösserer Zahlen auf 
ihre KigenschafI als Prim<-,ahlen, 

Americ. jouni. of inalheiii. 7, 1885, 264 — 261). 

Segre, O., Considerazioni intorno alla geo- 
metria delle coniche di un piano e alla 
sua rappresentazione sulla geometria dei 
complessi lineari di rette. 

J-arina, Accad, d. sc,,Aui20, 1885,487—504. 



Serret, J. A-, Lehrbuch der I>ifTcrentinl- 
und Integral- Rechnung. Mit Genehmigung 
des Verfassers deutsch bearbeitet von A. 
Harnack. Iland 3: Krste Hälfte, Integral- 
rechnung. I^^ipzig, Teubner 1885. 
8°, Vlll -I- 379 p. 

Slavik, J., Prfspevek k resent rovnic neur- 
ciiyck. 

Casopis pro p«sluv. nmihem. 14, 1885, 137 — 
138. . — Cunliibuiion à la H>lutiiiii des équalion 
indélermintes. 

CViyrHHOBT), H. IL. ,I,OKA:(ATE.inTito 

OCHOBHOß TEOI'EMU AHrA?l(OHH<lË<'KHX'b 
OTHOlUEHlII. 

Joum. elem. malem. 1, 1885, 233—235. — 
SLOUtilNOFK, N. P., Dfmonsirgtion des IhforÎDies 
fondamentaux des proporliuiis anhanuoniques. 

C.'iyrUHOin.. h. il, o iiPH.i«atKmii 

ABVXi A.1^EEPAH1ECKHX^ HEVABEHCTUT. 
KT. JOrAl'HBMAMl, 

Joum. elem, maiein. 1, 1885, 310—315. ~ 
ï>LoLiG[N'uFi'', N. I'.. Sur l 'application de deux 
inégalités algébriques aux lugarilhnies. 

Sooiété mathématique de Franoe, l'rujct 
de repertoire bibliographiijue |de mathé- 
maticiuea], [i, a.] Paris 1885. 

8°, 3 + (3) p. — un "late du 4 Mars el du 
15 Avril 1885. 

°Spitsèr, s., Untersuchungen im Gebiete 
linearer Diflerential-(.ileichungen. Drittes 
Heft. Wiet}, Gerolds Sohn 1885. 
8°, 45 p. 
Sporer, B., Zur harmonischen Teilung. 
Arch, der Mathem. 2,, 1885, 111— 112. 

TIlOTTHCHy.Vb. (Î i:BJi;tH matehathkh 

CL ,1?yrHMH HAÏKANH. IlErKBOAT- <^ 

AHr.iiücKAro H. A. KoHoiiAi;KAro. Ka> 
MEHEHl 1»85, 

8°, — Sl'umswoouB, \V., Sur la connexion 
en I re les niathl!matiques el les autres scienc». 
Traduit de l'anglais par N. A. Ki>M>PAr7KTj, 
— [Analyse:] Jouni. elem. malem. 1, 1885, 300. 

"Starke, G., Ix>garithmisch-tachytnelrische 
Tafeln für den Gebrauch der logarith- 
mischen Tachymeler. Wien 1885. 8°. 

CTAl'KOlt'l). A-, Obi 0.lilOHl. .IHHKflHOM'b 
;LH4"l>KPEimiA.1hH0H'L ÏI'ABHEHm H-PO 

norHAKA. Oaecca lyH4. 

8°, (2) + 10 p. — Starkoff, A., Sur une 
équation différenlielle linéaire du 3"' degré. — 
Extrait du Annales de la société des sciences 
naturelles d'Odessa. 
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(n'APKOBt, A,, Kt> Bonpocy o hobepx- 

HÜCTH HAHMEHLUlArO <<0nPOTHB.1BKIfl nPH 
ABHKRHIH Dl. HGCWHHAEMOn »HAKOUTII. 
<^BCCA 1SS4. 

8°. (i) + 88 p. — Starkukf, A., Sut le pro. 
Iiltiiie de la surface ile 1a moindre rj^islance pen- 
dant le mouvemenl dans un fluide non-compressible. 

— E:(lrails d^ Annales de la société des sciences 
iinlurclles^ d'Odessa. 

CTAPKOB'b, A., -Tph cooBiUEHia. Kacahi. 

1H«4. 

S", iS p. — Starkocf, A., Trois communica- 
tions [sur la ihéoiie des déterminants, sur la Ihéoiie 
des équations dlAïrenlielles linéaires, et sur l'in- 
légralion d'une équation différentielle du Iroisième 
ordre]. — EMrail des Annales de l'université de 
Knsan. 

(T.M'KOB'L, ,A.. . Obi o;iHori »aaam* ba- 

PIAUIOtlHAro HCIHCIEHIK. O^ECTA l«H'>. 
8°, (ï) -f Î4 p. — SlARKOKK, A., Sur un 

problème du calcul des variations. — Extrait des 
Annales de la société des sciences naturelles 

CTAPKOIÏ'L, A., HtKOTopuxT, ocobeh- 

HlMrfÄXT. Wb nOt'TAHOBK« ;JA,1A1H Hl.DTOHA 
U IKIBEPXHOOTH HAHHEHI.UIAFt) COnPDTH- 
H-IEIIIX. O.IErfA IHH.'j. 

8°, (2) -f lo p. + I pi. — Stakkofk, a., Sur 
quelques p.-ir1icularilêa de la solution du problème 
de Newton sur la surface de la moindre rcbislanc«. 

— Eilraiis des Annales de la société des sciences 
naturelles d'Odeüsn. 

Staude, O,, Über die algebraischen Cha- 
rakteristiken der hyperelliptischen Theta- 
functionen. 

Matliem. Ann. 25, 1SS5, 3Û3— 418. 

Steen, A., Kt Bevis Tor Newtons Sxtninger 
om symmetriske Ftinktioner af en I.ig- 
nings Redder. 

Tidiskr. for Matliem. 3,. 1885, 30—31. 

Stiel^es, T. J., Stir les polynômes de Ja- 
cob i. 

/IjMj, Acad, d, sc, Compte rendiLS 100, 1885, 

Stieltjes, T. J., Sur tine gtSnéralisation de 
la série de Lagrange. 

/•flWr. Ec. norm., Annales 2,. l88s. 93—98. 

Stolz, O., Die unendlich kleinen Grössen. 

I /natiriut. Natarw.-nifi. Verein, Berichte 1884, 
ai-43- 



"CTy^KHUOBT.. B.. CBofitTBA yr.ioB'b 

TVEVI'OJhHHKA H OÇIIOBAHHA« HA HMXIi 
TKUPIJI llAPA.I.IE.TI>HfalXl .tHHltî. MOP- 
UIAHCin> 1«84. 

8°. — Stoudehtzokf, V., Sur les propriétés 
des angles d'un trianjfle et la théorie des lignes 
parallèles en déduite. — [Analyse:] Journ. elem.' 
malem. 1, 18S5, 300. 

Stadnitika, F. J., O zpusobti Tesänkove, 
jak roüklädati moznä ci'sia celïstvd v ci- 
nitelc jednotlîvé. 

Casopis pro pestov. malhcm. U, 1885, 110 — 
114. — Sur la méthode de M. TesÂnek puurdé- 
composition d'une expression en facteurs. 

°Stadiüoka, 7. J., Bericht über die ma- 
thematischen Und naturwissenschaAlichen 
Publicationen tier kön. böhm. (îesell- 
schad der Wissenschaften während ihres 
hundertjährigen Bestandes. Ein Beitrag 
zur Geschichte der Mathematik und der 
Naturwissenschaften. Heft i. Prag 1884. 
8°. — [Compte rendu:] Casupis pro pestov. 
maihem, 14, 1885, 147. (R.) 

Suchard», A., Pozndmka o konstrukci tecen 
astroidy. 

Casopis pro pestov. mathem. 14, 1885, 13S— 
IJ9. — Remarques sur la construction de la Inn. 
geni c lie l'astroïde. 

Sykorai A., Poznlmka o kuzeloseckJch. 

Casopis pro peslov. malhem. 14, 1885,44—45. 

— Contiibution k la théorie des sections coniques, 

Sylrefiter, J. J., On the trinomial unilateral 
fiuadratic equation in matrices of the 
second order. 

Quntl. jnurn. of mat hem. 20, 1885.305—312. 

"Tapye, E, de, Methode intuitive pour la 
reprtîsentation réelle des corps. Pratique 
du dessin par projections, avec applica- 
tions élémentaires aux métiers qui dé- 
pendent de l'architecture, de la sculpture 
et de la peinture. Namur 1885. 
8°, 320 p. + 77 pi. 

Tannery, P., Sur l'arithmétique pythagori- 
cienne. 

Bullet, des se. mnthfm. S,, 1885, 69— 8S. 

Tannery, P., Le vrai problème de l'histoire 
des mathématiques anciennes. 

itullét. des se. maihéni. 9„ 18S5, 104-130. 

Tarry, O.. Equation géométrique des ce- 
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niques et des quadriqiies. Alger, Jourdan 
1885. 
8", (î) + 8 p. 



Teizeira, F. G., Note 
Bernoulli. 

Anicric. joum. of ninlheni. 7. 



les nombres de 

2SS- Î92. 



Teizeira. F. G., Sur l'intégrale 
Je„J{x)dx. 
Roma, Accad, il. Linceï, Rendiconli 1,, 1885, 
278 — 280. 

Teizeira, F. G., Sur la détermination de la 
partie algébrique de l'intégrale des fonc- 
tions rationnelles. 

Jii/ma, Aceatl. d. I.incei. Reiidkoiiti 1.. 1885. 
187 — 1S8. 

Tilly, J. de, Sur l'équation de Riccati et 
sa double généralisation. 

Bmitllti. Add. de Belgiitue, Dullelin 9„ iSSS, 
116—235. 

Tf^rAHTEPT., M-, Cobpauie jnPA«- 

HËHlIl no AHA.THTHHECKOH rEOHBTFIH 
TPEXl H:tH-eFEHlfi. IIrPEBEJII. Cl AH- 

r.iiflcKAro <I>. Mactepst.. CIIB, 188.^. 

8". — TonMUNTER, I., Kecueil d'exercices sur 
In géométrie analytique de l'espace. Traduit de 
l'anglais pai F. Masters. — [Analyse:] Joum. 
ekm. malem. 1, 1885, 299—300, 

ToreUt. O., Commémora/ lone di Nicolà 
Trudi. 
I Nafoli, Accad. Ponlamana, Aui 16, (884. S p. 

Torelli, G., Teoremî suUe forme binarte 

cubîche e loro applJcazione geomeCrica. 

I Naffli. klitulo tecnico, Aniuli % 1885. 16 p. 

Torelli, G., Contribuzione alla teoria délie 
eqiiazioni algebrico-dilTerenziali. 

I Napoli, bliluto lecnico, Annali 2, iSSj. 16 p. 
Torelli, G., Un problem a su lie es pres- 
sion! differenziali. 

Annali di mateni. 13, lSS$, 13—38. 

T[uoker], R., [Diverses notices et théorèmes, 
la plupart se rapportant à la géométrie.] 
Lenden, Mathem, soc, Proceedings IS. 1884, 
176—280. 

Tluoker], B., [Notices bit^raphiqiies sur 
C. W. Merrifield, X. Todhunter, R. C. 
Rowe et R. Townsend.j 

Lenden, Mallieni, soc, Proceedings 15, 18S4, 
2S0— 189. 



diviseur linéaire. 
Revue scient. 36, 188$, 349. — Notice sut un 
appareil inventé par M"* Sak AU Maieks pour 
diviïcr une droite en un nombre quelconque'de 
de parlies égales, 

Vw^ë^ek, L-S. et H. N., Sur la génération 
des surfaces et des courbes gauches |>nr 
les faisceaux de surfaces. 

Roma, Accad. d. I.incei, Rendiconli 1,, 1885. 
130—133. — Extnil (en italien). 

Vanêèek, J.-S., Opravy chybnych rcent pri 

transfortnaci pomocf reciprokych i)rovodicu. 

Casopis pro pestov. malhem. H. iSS;. 67 — 72. 

— Sur In transformation à l'aide de rayons vec- 

teura réciproques. 

Weiler, A., Über einige Flächen, welche 

Schaaren von Kegelschnitten enthalten. 

Zeilschr. Illr Malhem. 30, 1885, 159—169. 

Weiler, A., Über Flächen vierter Ordnijug 

mit Doppel- und mit C Lispida 1 k egel schnitte. 

Zeitschr. fUr Mathem. 30, 1885, 170—181. 

Weill, Sur une identité algébrique. 

Nouv. ann. de mathém. 4,, 18S5, 1S4 — 188. 

Weill, Sur quelques équations indéterminées. 
Nouv. ann, de nialhém. 4,. 18S5, 189—193. 

Weill, Sur la décomposition d'un nombre 
en quatre carrés, 

Paris, Soc. malhém., ItuUetin 13, 188$, 28 
-34. 
WeiDgarten, J., Note über die Brennlinieii 
eines unendlich dünnen Strahlenbiindels. 
I Joum. (Ur Mathein. 98, 1885, 281 — 283. 

Veneslani, C, On the extension of Rolle's 
theorem to non-uniform functions. 

Baltimoti, Hopkins univ., ' Circulars 4: 1885, 
78-79. 

'^eralulja, J., Methoden bij het onderwijs 
in de Wiskunde. a. Druk. Amsterdam 



°Wetttim, T. B. v., Over tie complexe 
Getailen en Verhouding van Richting, 
Deventer 1884. 
8°. 55 P- 

Weyr, E,, Sur la théorie des matrices. 

Path. Acad, d. sc, Comi>les rendus 100, 1885, 

787-789- 
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Weyr, E-, Répartition des matrices en 
espèces et formation de toutes les espèces. 
Parit, Acad. A. sc., Comptes rendus 100, 1885, 
966 — 969. 

Weyr, B., O resenf lineâmych rovnic. 

Casojiis pro peslov. mathem. 14, 1885, 101 — 
110. — Sur la résoluUan des équations linéaires. 

Wiener, H., Rein geometrische Theorie der 
Darstelluiig binärer J-'ormen durch Punkt- 
gruppen auf der Geraden. Carlsruhe, 
BriH 1885. 

8°, (z) + 39 p. — Disscrlalion {[lalle a/S.). 

"WiUiamBOix, B., Elementary treatise on Ihe 
differentia] calculus. Newyork 1884. 12". 

"Visalli, P., Memoria sulle I ras form a z ion i 
geometriche plane ti'''. Messina 1 884. 

8^ 56 p- 

- Vogt, H., Geometrische Beweise des Satzes 

von der Minimalablenkung im Prisma. 

Zeilschr. für Malhem. 30, 1885, 111 — 112. 

Volterra, V., Inlegrazione di alcune erjna- 

/ioni differenziali del secondo ordine. 

ffoflia, Accüi). d. hmcei, Rendrconli 1,, 1885, 
303-306, 
Volterra, V., Sulla deformazione delle su- 
perficie flessibili ed inestendibili. 

/■oma, Accail. d. Liiitei, Rtndiconli 1,, 1885, 
174-178. 
•fright, T. W-, A treatise on the adjuste- 



ment of observations with applications. 
Newyork, Van Nostrand 1884. 

8°, 437 p. ~ Traité de la mélhode de* moin- 
dres carrés, avec applicalioiis. 

^Wrobel, E., Die arithmetischen und geo- 
metrischen Verhältnisse, Proportionen und 
Progressionen mit Anwendung auf die 
Zinseszins- und Renten rech n ung, Rostock 



°Wünnenberg, F., Über einige bemerkens- 
werthe Eigenschaften der Cissoide. Mar- 
burg 1884. 8°. 



Correspondance. [Extrait de lettres de MM. 
Genocchi et H. Brocard.] 

Nouv. ann. de malhém. 4,, 1885. 143—147. 

[Divers problèmes proposés ou résolus.} 

Malhesis 5, 1885, 34—48, 54-55, 56-72, 

78—80, 84—96, 110 — 120, — Journ. cUm. 

matem. 1, 1885, 235—239,253—256,276—280, 

301 — 304, 324 — 328. — Nouv. ami. de math é m. 

4,1 18S5, 150—152, 245 — 247. 248, 265—289. 

— Tidsskr. for Mathem. 3,. 1885, 31 — 32. — Giom. 

di matem. 23, t885, 19, 33. — Casopis pro 

pestov. malhcm. 14. 1885, 47—48. 82—92, 124 

—129. r39— r42. 
Notes mathématiques. 

Mathesis 5, 1885, 74—76. — Casopis pro 

pesloï. mathem. 14, 1885, 76—82..^ 



REFERATE UND RECENSIONEN. — COMPTES RENDUS ET ANAl-YSES. 



Jahrbuch über die Fortschritte der Mathe- 
matik, herausgegeben von C. Ohrth.\nn. 
14 (188z), Heft 3, Berlin, Reimer 1885. 
8°, L + (2) p. + p. 737-974- 



Acta Mathematics. T. 4. Stockholm 1884. 4°. 
Arch, der Malhem. 2,, 1885; Litter, Ber, 
13-14, (H.) 

American Journal of mathematics. Vol, VI. 
Bahimore 1 884. 4". ^ 

Arch, der Mntheiu. 2,, 1885: Liller. Ber. 
11-13. (H.) 

Annales scientifiques de l'école normale 
supérieure. T. XII (1883). Supplément. 



Archiv for Mathematik og Naturvidenskab. 

B. II— VII, Kristiania 1877—1881. 8"*. 

Arch, der Malhem, 2„ 1885^ Litter. Ber. 19 

-20. (H,) 

Archives néerlandaises des sciences exactes 
et naturelles, publiées par la société Hol- 
landaise des sciences à Harlem. T. 15 
— 18. Harlem 1880—1883. 8°. 

Butlel. des se. malhém. 9„ 1885 ; Revue 60—65. 

AscHiERF, F., Geometria projettiva e descrït- 
tiva. I, II. Milano 1883— 1884. 8°. 
Bullel, des se. malhém. 9,, 1S85, 30—32. 
(/■ T.) 
Association française pour l'avancement des 
sciences. Congrès de Lille 1884. Con- 
grès de la Rochelle i88i. Paris. 8'. 

Arch, der Mathem. 2,, 1885: Utter. Ber. 24. 
(H.) 
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Atti della r. accademia dei Lincei. 2, — 7,. 
Roma 1877 — 1883, 4°. 

Bullet, lies E!c. malhéiti. 9,. 18S;: R«vue 30 
—41. (I.. R.) — (8,. 1834:! Arch, lier Malhcm. 
2„ 1885; l-ilter. Tier. 27. (II.) 

Beckfr, J. K., Die Matlictnatik als Lehr- 
gegenstand des Gymnasiums. Rine päda- 
gogische Untersuchung. Berlin, Weid- 



Bibliotheca Maihematica. Stockholm 1884. 

Napeli, Accad. H. tx. lis. e matem.. Reiidiconto 
24, 1885, 29—30. (Ü. ÜOVI.) — Deutsche l.ii- 
letaluti. 6, 1885, 800 -801. (M. Curtik.) 

BjERKNEs, C. A,, Niels Henrik Abel. Tableau 
de sa vie et de son action scientifique. 
(Mém. de la soc. des se. de Bordeaux. 
3* série. T. 1,) Paris, Gauthier- Viilars 
1885. 8°. 

Bullel, dts se. maihcin. 9,, 1885, 141 — 1S3. 
[G. Bru s EL.) 

Blasendorff, über die Beziehungen zwischen 
zwei allgemeinen Strahlensystemen, von 
welchen das eine durch beliebige Reflexio- 
nen und Brechungen aus dem andern her- 
vorgegangen ist. Berlin 1883. 

Zeitschr. fUr Malhem. 30, 188; ; lliM. Alnh. 
S3-S4- (P. Zech.) 

BoBEK, K., Einleitung in die Theorie der 
elliptischen Functionen. Leipiig, Teubner 
1 884. 8°. 

DcuLsche LitUratuiî. 6, 1885, 545. (K. Nbtto.) 

BoNCOMPAGNi, B., Lettre de Charles- Frtidiiric 
Gauss au D' Henri Guillaunie Mathias 
Olbers. Berlin 1883. 

Napoli, Accail. <l. sc. tis. e mnlem., Rendkonlo 
24, 1885, 14. (G. Govi.) — Är/;n. jVkiHl. d. 
Wissensch., Sitiungil>cr. 1884, 9S9— 9^0. (I.. 
Kronkcker.) 

Bulletin or the philosophical society or 
Washington. Vol. IV~V. Washington 



Bulletins de l'académie royale des sciences, 
des lettres et des beaux-arts de Belgique. 
Ij— 5^. Bruxelles 1881— 1883. 8°. 

Atch. der Mathem. 2,, 1885; I.iUer. Ber. 24— 
as. (HO 



Cesaro, E., Intorno a talune Tunzioni iso- 
bar iche. — Dérivées des fonctions de 
fonctions. — Noies sur le calcul isobariiiue. 
1884 — 1885. 
Jörn, de se. mnlhem. 6, 1885, 31— 31. (G. T.) 

Compies rendus hebdomadaires des séances 
de l'académie des sciences. T. 98. Paris 



Czi;her, E,, Geomelrisrhe Wahrscheinlich- 
keiten und Mitlelwerthe. Leipzig. Teub- 
ner 1884, 8°. 

[.iter. Cenlralht. 1885, 607. (G— 1..) 

FiEDi.ER, W,, nie' darstellende Geomeirie in 
• organischer Verbindung mil der Geome- 
trie der Lage. Dritte eiweïierte Auflage. 
Erster Theil. Die Methode der darstellen- 
den und die Elemente der project i vischen 
Geometrie. Leipzig. Teubner 1883. 8'. 
Zeitschr. für Malhem. 30. 1885; llisl. Ahth. 

lOJ^IOli. (C. RODENBERU.) 

Franke, J. H., Die Coordinaien-Ausglei- 

chung nach Näheiungsmethoden in der 

Kletn-Tiiangidirung und Polygonal-mes- 

sung. München, Grubert 1884. 8°. 

Liier. Centralbl. 18S5. 348—349. (G — 1..) 

Frege, G., Die Grundlagen der Arithmetik. 
Eine logisch-mathematische Untersuchung 
über den Begriff der Zahl. Breslau, 
Koebner 1884. 8°. 

üeutKche Lilleraluri. 6, 1S85, 728- 729. (G. 



[.TNZER, M., Lehrbuch der Elementar- Geo- 
metrie. Theil I (Aufl. z), 2, 3. Ham- 
burg, Nestler 1884. 



Gow, J., A short hislory of greek mathe- 
matics. Cambridge 1884. 8°. 
The Dublin cvcuing mail, May 6 1885. 

Gram, J. P., Undersagelser angaaende Maeng- 

den af Primtal under en given Grœnse. 

K0benhavn 1884. 4°, 

Bullet, lies sc. inalhim. 9„ 1885, 155-156. 

CJ. T.) 
Hoch, J., Lehrbuch der ebenen Geomeirie. 

Erster Theil: Linien, Winkel, Congrueni 
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und Gleichheit 
Schmidt 1884. 

Zeilschr. fUr Msth^m. 30, 

66. (K. SCHWERING.) 
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Jornal de sciencias mathematicas e astro- 
nomicas. Vol. III — IV. Coimbra 1881 
— 1883. 8°. 

Arch, der Malhem. 2,, 1SS5; Litter. Ber. 20 
-21. (H.) 

Journal de mathématiques pures et appliquées. 
Tome 83. Paris 1882. 4°. 

Bullet, des sc. niatbém. 9,. 1885; Revue 12 

—27. 

Journal für die reine und angewandte Ma- 
thematik. T. 93. Berlin, Reimer 1882. 
4°- 

Bullet, dcï sc. tualhém. 9). iSSs; Revue 41 
—51- 
Klein, F,, Vorlesungen über das Ikosaeder 
und die Auflösung der Gleichungen vom 
fünften Grade. Leipzig, Teubner 1884. 
8°. 

Deutsche Liltcralun. 6, 1SS5, 318—319. (E. 
Lampe.) — Liter. Centralbl. 1885, 645—647. 
(G— 1..) — Zeitschr. für Maihem. 30. 1885; 

Ilist. Abth. 91 — 103, (L. SCH KEFFER.) 



Längenmasse der Alten. 
84. 8°. 
jrz. e, 1885, 337—339-' (L. 



Lepsius, R., Ui 

Berlin, Herz 1 

Deuiche I.iiler 

LOEWENHEKZ.) 

MARtE, M,, Histoire dus sciences mathéma- 
tiques et physiques. Paris, Gauthier-Vil- 
lars 1883— 1884. 8°. 

[T. 1, 1883:] Jouni. d. s.iva..N 1884, 289- 
290. (J. BkrTkanD.) — [T. 3— 4, 1884:] iiullcl. 
des ic. mathém. 9,, 1885, 58—69. (C. II.) 

Mathematische Annalen. T. 20. Leipzig 
1882. 8°. 

liullel, (tu se. iiialhtiu. 9,, 1885; Revue 99 
-114- (Ax. H.) 
Mathematisch-naturwissenschaftliche Mitlheil- 
ungen, Heft, i. Tubingen, Fues 1884. 
8°. 

Aich. lier Mathei». 2,, 1885: Litter. Ber. 27. 
(II.) 

Malhesis, recueil mathématii|uc à l'usage 
des écoles el des éiablissemenls d'instruc- 
tion moyenne. T. IV. (ïand 1884. 8"^. 
Ateh. der Maihem. 2,, 1885; Litt«. Ber. 21 
-33. ("0 



Mémoires de l'académie des sciences et belles- 
lettres de Toulouse. 7' série. T. 8 — 
10. 8' série T. 1 — 5. Toulouse 1876 



Bullet, des se. malhêm. . 9,. 1885; Revue 93 
-98. 

Mittheilungen der mathematischen Gesell- 
schaft in Hamburg. Nr. 3, 4. 1883 — 
18S4. 

Arch, der Maihem. 2,< 1885; Liiler. Ber. 23, 
(H.) 

Monatsberichte der königlich Preussischen 
Akademie der Wissenschaften 1880. Ber- 
lin. 



Uullel. des sc. mathim, 



1885; Revue 



Nachrichten von der k. Gesellschaft der 

Wissenschaften und der Georg-Augusis 

Universität. 1876—1883. Göttingen. 8°. 

Bullet, des sc. inathém. 9,. 1885; Revue 80 

-93- (G. B.) 

Nakducci, e., i primi due libri del Trac- 
tatus Sph^erae di Bartolomeo da Parma, 
astronome del secolo XIII, pubblicatî 
secondo l'unico manoscriilo sincrono della 
Biblioteca Vittorio Emanuele. Koma 1885. 
4". 

roriair, Accad. d. sc., Aui 20, 1885, 433- 

434. (SlACCl.) 

Nieuw Archief voor Wiskunde. T. 10. Am- 
sterdam 1884. 8°. 

Bullel, des sc. mathém. 9,. 1885; Revue 57— 
60. — [11, 1884:] Atch. der Maihtni. 2,, 1885; 
Litter. Ber. 21 — 23. (H.) 

Philosophical transactions of the royal society 
of London. Vol. 172. London 1881. 4°. 

Bullet, des se. niBlhém. 9„ 1885; Revue 77 
-80. 

I'rowe, L., Nicolaus Coppetnîcus. Band i. 
Berlin, Weidmann 1883. 8°. 

La cultura, rivista di scienie, lellere ed arti di- 
retla da R. Bonehi. 5. 1884, 721 — 732. (C, 

PtI.LlCCIOSI.) 

The Quarterly journal of pure and applied 

mathematics. T. iq. London 1883. 8". 

Bullet, des sc. mallicm. 9,, 1885; Revue 114 

Kadau, R., Tables de l'intégrale if-i/^). 
(Annales de I'observ. de Paris. T. XVIII, 
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Rausenberger, O., Lehrbuch der periodischen 
Functionen einer Variabein mit einer end- 
lichen Anzahl wesentlicher Discontinu itätS' 
punkte nebst einer Einleitung in die all- 
gemeine Functioneniheorie. Leip2ig,Teub< 
ner 1884. 8°. 

Liter. Ccnlnlbl. 1SS5. 464- (C— l.) 

ReuchLE, C, Graphisch- mechanische Me- 
thode zur Auflösung der numerischen 
Gleichungen. Stuttgart, Metzler 1884. 8°. 
Zeitschr. fUr Mathcm. 30, 18S5; lIUl. Ablh, 
29 — 30. (Cantor.) 

Salmon, Traité de géométiie analytique 

(courbes planes). Ouvrage traduit par A. 

Chemin et suivi d'une note sur les points 

multiples par Halphen. Paris 1884. 

Bulkt. des se. mmhém. 9,, 1885, S7,. (J.T.) 

Schobloch, J. A,, Über Beta- und Gamma- 
functioncn. Halle, Nebert 1884. 4^. 

Liter. Ceniralbi. 1SS4, 1790. (C — L.) ~ Zcil- 
scbr. für Matbcm. 30, iSSS; Hiit. Abtb. 30—31. 
(Cantor;) 

Schwarz, H. A., Beweis des Satzes, dass 
die Kugel kleinere Oberfläche besitzt, als 
jeder andere Körper gleichen Volumens. 
(Nachr. d. Gescilsch. d. Wissensch. zu 
Göttingen 1884.] 

Bullet, des sc. mnlbiim, 9,, 18S5, 15—19. 
(J. T.) 

ScHWERiNG, K„ Theorie und Anwendung 
der Liniencoordinaten in der analytischen 
Geometrie der Ebene. Leipzig, Teubnet 
1884. 8'. 

Zeitschr. ftir Maihem. 20, 1SS4: Hist. Abth. 
233— *3Ö. (Cantok.) 

Serret, J. A., Lehrbuch der Differential- 
und Integralrechnung. Mit Genehmigung 
des Verfassers deutsch bearbeitet von A. 
Harnack. Erster Band. DitTerential- 
rechnung. Leipzig, Teubner 1884. 8°. 
Zeitschr. für Maihem, 30, 1885; Hist. Abth. 
28 — 19. (Cantor.) 

Simon, M., Die Elemente der Arithmetik als 
Vorbereitung auf die Functionentheorie, 
Sirassburg, Schultz 1884. 

Zeitschr. Cur Mathem. 30, 1885: Hist. Abth. 

.11-112. (CAt-TOR.) 

Spieker, Th., Lehrbuch der ebenen Geo- 
nieirie mit Übungsaufgaben für höhere { 
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Lehranstalten. Sechszehnte verbesserte Auf- 
lage. Potsdam, Siein 1884. 8°. 

ZeilMhr. fUr Maihem. 30, 1885; Hist. Ablh. 

18— 21. (K. ScHWERtNU.) 

Spitzer, S., Untersuchungen im Gebiete 
linearer Differential -Gleich ungen. Hefl. 1. 
Wien, Gerolds Sohn 1884. 8". 

Liier. Centralbl. 1885, 207. (G— L.) 

Steinhauser, A., Die Elemente des gra- 
phischen Rechnens, mit besonderer Be- 
rücksichtigung der logarithmischen Spirale. 
Eine Anleitung zur Construction algebrai- 
scher und transcendenter Ausdrücke für 
Bau- und Maschinen-techniker, sowie zum 
Gebrauche an höheren Gewerbeschulen. 
Wien, Holder 1885. 8°. 

Zeitschr. für Maihem. 30, 18S5; Hisl. Alilh. 
io8— HO. (F. Kraft.) 

Stevjn, S., »Vande spiegeling dersingkonst> 
et (vande molens>, deux traités intîdits. 
Réimpression i>ar Dr, D. Biereks de 
Haan. Amsterdam r884. 4". 

Arch, der Mathem. L, 18841 Litler. Ber. 42. 
(H.) 

TiLSER, F., Kritische Bemerkungen zur Ein- 
führung in die Anfangsgründe der »Géo- 
métrie descriptive». Erstes Hefl. Wien, 
Holder 1883, 

Zeitschr. fUr Mathem. 30. 18S5: Hisl. Ablh. 
77—78. (C, RooENBEKii.) — Liter. Centralbl. 
1884, 1747. (O-l.). 

TiSSERAND, F., Mémoire sur le développe- 
ment de la fonction perturbatrice dans le 
cas où l'inclinaison mutuelle des orbites 
est considérable. Applications aux pertur- 
bations produites sur Pallas par Jupiter. 
(Annales de l'observ. de Paris, Mémoires 
T. 15, 1880.) 

Bullet, aslronom. 1, 1884, SSO-SS5- (Ü- 
Callandreau.) 

Walberer, j. C, Leitfaden zum Unterricht 
in der Arithmetik und Algebra "an Gym- 
nasien und verwandten Anstalten. Zweite, 
durchgesehene und mit Übungsaufgaben 
versehene Auflage. München, Acker- 
mann 1884. 

/^ilschr. Cur Mathem. 30, 1SS5: Hisl. Ablh. 
64 — 66. (K. Schwer INC.) 

Verger, O., Introduzione all' algebra. To- 
rino, Loescher 1881. 8°. 

Jörn, de sc. maihem. 6, 1885.19—30. (CT.) 
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Verslagen en Mededeelingen der Koninklijke 
Akademie van Wetenschappen te Amster- 
dam, T. 11, — 10,. Amsterdam 1877 
-1884. 8°. 

Bullet, tics sc. itmthem. 9,. 1885; Revue 65 — 
76. — ['!'. 18,, 1883.] Arch, der Malhem. 2,; LilWr, 
Her. 25. (11.) 

Wevr, E., Die Elemente der project! vischen 
Geometric. Erstes Heft, Theorie der 
projectivischen Grundgebilde erster Stufe 
und die c|uadratischen Involutionen. Wien, 
BraumUller 1883, 

ZeiUchr. für Maihcm. 30. 1SS5; Hut. Abth. 

106 — 107. (C. kOüENBERÜ.) 



WooDHOusE, L., Da integraçao das equaçôes 
differenciaes da dynamica. Porto 1883. 

Juni, de sc. Dialheni. S, 1884, 188. (C T.) 

Zeitschrift für Mathematik und Physik. B. 
37. l^i|>iig 1882. 8°. 
Bullet, den sc. malhfin. S,, 1884: Kevue 



[Listes d'ouvrages récemment publiées.] 

IJullelt. di bibliogt. d. sc. matem. 17 (1884), 
1885, 392—416. — Bibliolh. M.nlheni, 1885, 1 
41. — Arch, der Malhem. 2,. 1885; l.iUer. Ber. 
V. — Zeilschr. fut Mwhem. 30, 1885; Hist. 
Abth. 7S— 80. — Nouv. ann. de aiatbcin. 4,. 
1885, aoo. 



VERMISCHTE NOTIZEN. 



Notice bibliographique but an traité 
de perspective pablié par Desargues en 
1636. 

Le premier écrit publié par Desargues 
est un petit traité sur la pratique de la per- 
spective. Cet écrit porte le litre: 

Exemple de l'vne des manières {| vni- 
verselles dv s. g. d. !.. tovchant || la 
pratlqtje de la perspective sans emploier | 

AVCVN TIERS POINT, DE DISTANCE NY d'aVTReJ| 

nature, qui soit hors du champ de l'ouurage. 

La brochure, qui n'a pas de feuillet de 
titre spécial, est composée de iz pages in- 
folio, numérotées i — 12 et imprimées avec 
de grandes caractères italiques. Au bas de 
la page r2 se trouvent les mots suivants: 

A Paris, en May 1636. Auec Priuilege. {| 
Ce.s exemplaires sont ds mains de Monsieur 
Bidault H. du Roy, demeurant au gros {| 
Pauillon des Tuylleries, au bout de la grande 
Galerie de Louure. 

A la brochure sont annexées deux planches 
dont chacune contient trois figures. ■ 

Cet écrit est excessivement rare. Lorsque, 
en 1845, Chasles publia ses noies sur Us 
ouvrages de Desargues {Comptes ren- 
dus des séances de l'académie des 
Sciences de Paris, T. 20, p. 1550— 
1554) il n'en avait vu aucun exemplaire; 
de même, lorsque Poudra en 1864 publia 
les Oeuvres de Desargues, il avoua qu'il 
lui avait été impossible de se procurer l'édi- 
tion originale du traité de Desargues et que, 
par conséquent, il avait été contraint de le 



reproduire d'après la réimpression faite en 
1647 par Bosse à la fin de la Perspective 
de cet auteur. Poudra croit à tort que 
l'écrit ne contenait qu'une seule feuille, qu'il 
était imprimé avec des caractères microsco- 
piques, et qu'il avait seulement une planche. 
Enfin M. Hoefer {Histoire des mathéma- 
tiques. Paris 1874. 8", p. 437) appelle 
l'édition originale >introuvable> et dit que 
le traité même »aurait été perdu si Bosse 
ne l'eût pas reproduit*. Moi-même, j'en ai 
vu seulement un exemplaire; cet exemplaire, 
qui a été posséd<^ par le bibliophile italien 
Stefanucci, se trouve maintenant dans la 
bibliothèque de la >scuola d'applicazione 
per gl'ingegnerii à Roma. 

Il est bon de mentionner aussi que la 
même bibliothèque possède un exemplaire 
du trailé très rare de Desargues intitulé: 
Brouillon project d'exemple d'une manière 
universelle du S. G. D. L. touchant la 
pratique du trait à preuves pour la coupe 
des pierres (Paris 1640, 4 pages in-folio), 
lequel exemplaire contient les 4 planches 
auxquelles Puudka n'avait pas eu recours. 

Stockholm, Q. EaestrSm. 

Torlftaflge Notis aber eine allgemeine 
mathem atiscbe Bibliographie. 

Die von mir beabsichtigte Herausgabe 
einer Bihltographia malifma/ica soW umfassen: 
1° alle Bücher der mathematischen Wissen- 
schaften seit Erfindung der Buchdrucker- 
kunst; 2° alle in Zeitschriften (auch in nicht 
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rein mathematischen periodischen Schrirten) 
enthaltenen mathematischen Abhandlungen. 
Die Titel der Bücher sollqn bibliographisch 
genau aufgenommen werden, mit Angabe des 
Üruckortes, des Druckjahres, des Diuckers 
resp. Verlegers und des Formates, ferner 
mit Angabe det Seitenzahlen und der Tafeln, 
Die Titel det Zeitschtiftenartikel sollen eben- 
falls, so weit es irgend angeht, wörtlich 
aufgenommen werden, resp. durch Zusätze 
(z, B. bei den Lösungen von Aufgaben durch 
HinzufügUHg des Problems) erweitert werden. 
Bei anonymen Büchern und Artikeln sollen 
die Verfasser, wenn möglich ermittelt werden. 
Ferner sollen die wichtigeren Recensionen 
mathematischer Bücher und Abhandlungen 
angegeben werden und bei den einzelnen 
Schriftstellern der Geburts- und Todestag 
und eine Notiz über die wenigstens in Bü- 
chern vorhandenen Portraits. Ich strebe 
Vollständigkeit an in der mathematischen 
Literatur Deutschlands, Oesierrcichs, der 
Schweiz, Dänemarks, Schwedens, Norwegens, 
Englands, Nord-Amerika's, der Niederlande, 
Belgiens, Frankreichs und Italiens, werde 
aber auch die slavische Literatur nicht ver- 
nachlässigen. Ich beabsichtige, zunächst die 
mathematische Literatur bis zum Jahre 1867 
zu berücksichtigen, da von 1868 jin durch 
das Jahrbuch über die Fortschritte 
der Mathematik von Obthmann- fdr die 
neueste Zeit bereits ein literarisches Hilfs- 
mittel vorhanden ist, behalte mir aber vor, 
während ich das Material sammle, meine 
Arbeit auch auf diese neueste Zeit auszu- 
dehnen.- Die Literatur der mathematischen 
Schulbücher werde ich dagegen nur ziun 
kleinsten Theil aufnehmen. Die Bibliogra- 
phie soll in zwei Thcile zerfallen, einen rein 
alphabetisch, und einen systematisch geord- 
neten. 

Seit circa 5 Monaten habe ich mit der 
Arbeit begonnen und bereits circa 6000 
Titel gesammeh, vorzugsweise aus mathe- 
matischen Zeitschriften, von welchen ich 
z. B. ToKTOLiNi's und Briusuiu's An- 
nali, Battaglini's Giornalc, Liouvri.Lü's 
Journal, Gergonne"s .Xnnales, dasjour- 
nal de l'école polylechnicjue, Creole's 
Journal, Grunekt's Archiv, das Garn- 
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bridge Journal schon vollständig excerpirt 
habe. Leider bieten die General- Indices der 

einzelnen Journale kein <j<^jii/«/ sicheres Hilfs- 
mittel, ebensowenig wie der Catalogue of 
the royal society, sodass die Durchsicht 
der Zeitschriften ziemlich zeitraubend ist. 

Ich schätze die in dieser Ausdehnung ge- 
plante Riblwf^raphiii malktmatiai auf circa 
100,000 Titel und rechne auf eine darauf zu 
verwendende Arbeitszeit von circa 8 Jahren. 

Berlin, Mai 1885. O. Valentin. 

Notice BUT les écrits mathématlqaes 
d'aateura étrangers publiés en Suède on 
traduits en suédois. (Continuation.) 

n. Autenra anglais. 

ALfiEHUAISKA l'ROnLEMER AF Mir.i;s Bl.AXÎ). 
SvEKSK llEARnETMNG AF J. NoKU.MARK. 

GeI'LE 1850. 

8", {4) -t- 170 -t 9 !'■ — I-e ''ire de luriijinal 
est: •Algetiiaic pmblcnis, proitucing lîmple aiid 
ijuaüt.-uic uqunliuiis, with ihcir ïululiors; desigiicd 
as an iiilioduclïoii 10 llic higher branchi's uf ana- 
lytics, 'lu which iï addvd an apjivndix, contai- 
ning a cutlectioii of ]iroblenis on the nature and 
the iioluljon of equations of higher diinensioiisn. 
(l.undun i8il. 8°.) — J^ traduction suédoise a 
cl(! faite sur l'édilion allemande de C. H. Na(;eL. 

Ini.ednino tji, algebra, med .\nm.\rknin- 

liAR, AE JOIIAV BüMNV<.,\STl,E. ÜfVEK- 

s-Vftmim;. (UrsALA) Stockholm 1801, 

8^ (4) + lS8 p. — l,ï line de lorigiiial est: 
"buriHjuctmn lo algebra, ivith noies and observa- 
lions; designed for ibe u-e of schoi.l^, and [.laces 
of [.ublic e.hicationp. (London 1782. 8°,) 

Minsta i| vad tat metoden, hufvudsakligen efler 

Ii', Chauvcnet. (Jfvers.ättning jemte några 

få tillägg af V. af Klint, Stockholm 

1884. 

4'. 128 p. [.iib<.gf.i|ihié. - I,e lilie de l'ori- 

(.^en' edition, 1'liilndelphia |88d. 8^> 

11, V. Hamiltons analytiska tkamsiäll- 

NIXO Af KOKtSKA SI'.KTIONKRNE. 0EVER-_ 
S.VIT AI' C, \V, KKEUERG. SnK-KHOI,M, 

8°, X -t- 134 p. -1- 4 jil. — \x litre de l'ori- 
ginal est: "An aiialylicai sysltm of conic setlions, 
designed for llie use of stiidenls». (Cambridge 
181S, S'.) 
ElEMENTER-VA af IÏIFFERENTHL- OCH INTE- 
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AF I.AKDSF.B. OfVF.R- 

SATTA /or Högre Artiüeri-Lären'erkels 
behof, af B. O. Nvcander. Stockholm 



8", XXXI + (i) + 508 ].. — I 
ginalesi: °On ihe ilirferenlinl arul ii 
(I^iidon 1825. 8°). 



egr.1. 



Dc Trenne Forsla Böckerne Om caxiSKK 
SECTION ÇR ne; Sammanskrerne Af Rouert 
Simson, Och Nu ifrån I.atïnen pd Syven- 
skan öfwersalte Af Frkiikic Pai-mquist. 
NoRRKöPiXG ly'H- 

- l.e litre .le 1'o.i- 



CK< 



. C4)+ 138 p. . 
'73S> 



»")■ 



CkoMF.TRISKA OFNINGSSATSER Til.I, EUKLIDES 
Al- J. ToitllUNTER. OFVKRSATTA AF K. W. 

^Hl'i.tmaw. Stockholm 1 864. 

8% (4) + 116 p. — Cet i;erit est une tradiic- 
licur lies -Eiercisïs in EiiclJiln el du (Ai)p<'nilis» 
(lu traité: .The eknieiits i.f Kuclid for the use of 
sclmnls and colleges; comiirising the fifsl si\ ImioUs 
and portions <>f Ihe elcvetilh nnil iHcirih b^mks; 
uilli nules, nn a]i|>tn.lix onit exercises* (Cnmliriilge 
1862. 12°). — Nouvelles étlilion!<: 

OloMETRISKA lil-XIsr.SSATSKR TILI. EliKI.I- 
DES AK J, TODHUNTER. OEVERSATFA 

W F. w. HtJLTMAN. 2:dra öfversedtia 
och tillükadc iipiilagan. Stockholm 
1865. 
8". (2) + 130 p. 
Geometriska i\fnis'ossatser till Eukit- 

DES AF J. TuDHl'.VTKR. ()fVERSATTA 

AF F. W. Hl-ltman. 2:(lra ofv'erse.ida 
och tillökade iijiplagan. (N'ytl oforän- 
dradi aftryck.) Stockholm iS;*). 
8°, (2) + 13.. p. 

Toiiiiunters aloerra rearhf.tad för den 

svenska elf.mentar l'nokrvjsninces- af 

(wlran dii.lnkr. f^rra delex. ul-sala 

i8(>5. 

8°, (8) + 300 + XIX + (i) p. — I.C tilre d< 
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evampUs 



Plan koordinat c.eometri, tillämpad p.\ 

DEN R.XtA LINIEN OCIl DE KONISKA SEK- 
TIONERNA. MEE) TALRIKA EXEMPEL. Af 
I. TODIIUNTER. OFVEHS.'vTTNINr. FRÂM 
ORKIINALETS FJEKDE UlTI.ACiA. I.tTND 1872, 
8°. <4) + 346 + (1) p. — I.e litre de l'otigi- 

as applied to the siraiglil line nnil tlie enuic sec 
lions; with numerous examples-. (Cainbiidge 
1S55. g°.) — 1.3 traduclii»! a été faite sur la 
4- ë,lition. 

OFNlNfiSS.VTSER TILL PI.ANA ANALYTISKA GEOr 
METRIEN. OfVERSÄITNINO FR.\n TOD- 
HUNTERS (toNlC SECTION-';. UpSALA (STOCK- 
HOLM) 1877. 

49 p. — Cet iciit est inic Iradac- 
' ■ ■ ' ' « on plane 



iiiii des lenampies 



■ailé: 
;lty. (voir çi-dessus). 



Dr första ocii enklaste grunderna för 

LINEAR OCH rF.RSI'KKTIV- rits ING, af M. 

'I'lirner. Stockholm iS^i. 
8", (2) + iV + 48 + (i)|.. \ 9 pl- 

(il siih're.) 
Stockholm. Q. EneBlröm. 



Questions. 

3. I,c codex Ottobonianits n° 1389 de 
la Biblioteca Valicana contient un traité 
intitule: summa artis geoiiielrùs,'cop\é en 
1414 et altribué par le copiste à Petrus 
de Dacia. I,e codex reginœ Sueciœ n° 
1235 de la même bibliolhèijuc contient es- 
senlicUemcnt le même traite, copié en 1386 
et altribtu.' par te copiste à vciurabilis doctor 
(iciLEi.Mus ItRAinvARDiNus. Ce traita est 
identique avec celui public plus tard (1496) 
sons le titre geometria spcculatn<a et attri- 
bue sans réserve h Thomas Bradwardinus. 

Quel est le premier écrivain qui a altribué 
cet ouvrage A Bradwardinus? 

Y ai-il <[iicl(|ues autres copies oii Petrus 
un Uacia en soit désigné comme l'aiHcur? 
(G. Eneslröm.) 
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Bibliothecï Mathemalicn 1885, N:o ï. 



Verlag von MATER & MÜLLEB, Berlin W. 

Französische Strasse 38/39. 



Blabkndobff, M-, Ob. à. Beziebongen 

2 allgemeinen Strahl en 87 9t« m en. 
BOCKiKa, H., Beitrag «ur Theorie 



I M. 



tciHcbe'n Verwand tachât t ïwelteû Grades. 

1 M, SO Vt. 
D10PHASTU8 VON Albxakdbik«, ArithmeliBche 

Autgaben nebit dessen Schriften über die Po- 

Ijgoniahlen. Am d. Griech. m, Änmerk. t. 

O. Schniï. 1* M. 

UiKKBBH, Anfclytiiche Darstellnug der Variationi- 

recbouDg. 4°. ^ "■ 

Donner, a., Methode der Anwendung der Gjl- 

dén'Bclien Btörungatheorie Kur Berecboang der 

absoluten Störungen der kleinen Planeten. 4 M. 
Fbobenlus, 0., De tnnctionuro analjticarum unius 

Tftriabilis per aeries Inßnitas repraesentatione. 

i M. 60 Pf. 

Habh. J., UntcDuchnng der Kegelachnlltnetie, 

deren Jacobt'6che Form oder Horiaite'scbe Form 

Identisch Tersohwlndet, 1 M. 

Handbl, O., Das rftnmllchB Analogon eines Stel- 

ner'schen Problems der Kbone. 1 M. SO P£. 
Hahskl, H., Die Euler'Bcheo Integrale bei un- 

beachränkter Variabilität des Argumentes. 2 M. 
., Redaction der Gleichung 
i^V d'V 



Haentsschel, 



<iy' 



^d? = "' 



I M. 60 Pf. 



Hellhann, G., Die tàglichen Veränderungen der 
Atmosphäre in Norddeutschland. 1 M. 60 Pf. 

HiNDRNBURQ, Sammlung combiQntorisch-analjt. 
Abhandlungen. 2 Tble. 4. M. 

JOrogns, E., Allgemeine Sfttïe iib. Systenie »on 
■ 2 eindeutigen und stetigen reellen Functionen 
TOn 2 reellen Veränderlichen. 1 M. 

KSMPF, P., üntersnchnngen Über die Ptole- 
maeische Theorie der Mondbewegoug. 1 M, 

Klbin, B., Über die gradlinige Flache Iir. Ord- 
nung und deren Abbildung auf einer Ebene, 
1 M. 60 Pf. 

Knbseb, A., Irreduktibilität und Monodromic- 
gruppe algebraischer Gleichnngen. 1 M. 20 Pf. 

KÖTTEB, F., Üb. d. Gleichgewicht biegsamer un- 
Husdehnbarer Flächen. 1 M. 60 Pf. 

KÖTFEB, B., Theorie der Oscolationen bei ebenen 
CurTen dritter Ordnung. I. M. 80 Pf. 

ErOobb, P,. Botatlona- und Pendel b cwcgung eines 
Eörpera in einer Flüssigkeit. 1 M. SU Pf. 



Gebranch des Zirkels. Ins 



RUDIO, F.. Ober diejenigen Flächen, deren Krttm- 

mnngsmlttel pun lets Sachen confocale Kiäcben II. 



Grades sind. 
RPNGE. C, Über die KrUmr 
geodätische Krümmung der 
getogeocn Curven. 4°. 



Hg, Torsion und 

luI einer Fläche 

1 U. 60 Pf. 

er Punktsysteme 
nigfaltigkeit. 

1 M. 20 Pf. 
SCHiit.l.nACii, C. H,, Ober d. Inhalt n. die Be- 
deutung des malbematischen u. physikalischen 
Unterrichts. 2 Auflage. 4". 1 M. 20 Pf. 

ScHKLLBACH, C. H., Über mechanische Quadratur. 
2. Aufl. i". I M. 60 Pf. 

SOHWIBKUB, 0., Ober die Differentialgleichungen 
der relativen Bewegung eines schweren Punktes 
auf eine rotirende Curre. 1 M. 

TiiiEBBN M.,Über die Verbreitung der Atmosphäre. 
1 M. 20J*f. 
V6LKEB, C, Über die Beiationen zwischen einer 
gegebenen Cnrre y - /(/) nnd einer daraus 



abgeleiteten Curve s ~ *7 






cieller Anwendung auf die Ellipse. I M. 20Pr. 

Vöi.KSR. C, 1. Die derivierten Curven der By 
perbel. II. Die Lemnlskate. 1 M. 20 Pf. 

Waqnbb, W.p Bestimmung der Genauigkeit, welche 
die Newton'sche Methode lur Berechnung der 
Wurieln darbietet, für Gleichungen mit einer 
oder mehreren Unbekannten. ' 80 Pf. 

WBraQABTBN, J, Über die Theorie der auf- 
einander abwickelbaren OberHächen. 4°. 

S M. SO Pf. 

Wbndt, A , Zur Theorie der geodätischen Linie 
auf eine Fläche II. Grades. 1 M. 20 Pf. 

Wkbnicke, A., Ober Gleichgewichtslagen schwim- 
mender Körper u. Schwerpunktsflüchen. I H. 

WiLLOROD. H., Über Flächen, welche sich durch 
ihre Eriimmungslinien In unendlich kleine Qua- 
drate theilcn lassen. 1 M. 20 Pf. 
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